Porovnanie dvoch závislých výberov

V predchádzajúcich moduloch sme sa venovali testovaniu hypotéz súvisiacich s dvoma nezávislými výbermi. Porovnávali sme napríklad výkon experimentálnej a kontrolnej skupiny v teste z matematiky. Zrejme počet bodov, ktorý získal niektorý člen experimentálnej skupiny v tomto teste, bol nezávislý od toho, ako napísali test členovia kontrolnej skupiny.

V praxi sa vyskytujú aj experimenty, ktoré dávajú dvojice hodnôt. Ide napríklad o situáciu, keď skúmame, či experiment mal určitý účinok na vzorku zúčastnených osôb. V takomto prípade potom porovnávame dvojice hodnôt pre každého zúčastneného (napríklad počet bodov v teste pred experimentom a počet bodov v teste po experimente). Práve skúmaniu a porovnávaniu takýchto a podobných závislých výberov sa budeme venovať v tomto module.

Budeme teda skúmať situácie, keď meriame náhodnú premennú každého probanda jednej skupiny pri dvoch rôznych podmienkach A, B. V tomto prípade nepracujeme s výbermi z dvoch základných súborov, ale s jednou vzorkou s rozsahom n z bivariabilného rozdelenia, ktorej každý prvok je usporiadaná dvojica údajov [x1i;x2i]. Cieľom experimentu je overiť, či podmienky A, B majú rôzny vplyv na veľkosť skúmanej náhodnej premennej, teda či sa rozdiel diferencií x1i  a x2i signifikantne líši od nuly.

t-test pre závislé výbery

Ako už vieme z predchádzajúcich modulov, t-test patrí medzi parametrické testy, ktoré sú založené na normálnom rozdelení. V tomto prípade teda budeme predpokladať, že diferencie sú v základnom súbore normálne rozdelené.
Postup pri t-teste:

1. Formulujeme nulovú a alternatívnu hypotézu. 

H0: Rozdiel priemerov sa signifikantne nelíši od nuly.
H1: Rozdiel priemerov sa signifikantne líši od nuly.


2. Zvolíme si pravdepodobnosť omylu. 

3. Otestujeme hypotézu o normalite rozdelenia diferencií (napríklad testom normality D’Agostina). Ak hypotézu o normalite rozdelenia zamietneme, uvedeným postupom nemožno ďalej pokračovať.

4. Pomocou funkcie TTEST v Exceli zistíme pravdepodobnosť omylu.


5. Rozhodneme o prijatí alebo zamietnutí nulovej hypotézy.
Ak pravdepodobnosť omylu z bodu 4 nepresahuje vopred zvolenú pravdepodobnosť omylu z bodu 2, nulovú hypotézu zamietneme. 

Ak pravdepodobnosť omylu z bodu 4 presahuje vopred zvolenú pravdepodobnosť omylu z bodu 2, nulovú hypotézu prijmeme. 

Úloha:

Pri skúmaní, či mesiac pravidelného behania má vplyv na výkon žiakov v behu na 100 metrov, sme urobili experiment so 46 žiakmi. Na začiatku žiaci zabehli 100 metrov, pričom dosiahli časy uvedené v tabuľke. Potom počas 1 mesiaca prebehol experiment, v rámci ktorého každé ráno 30 minút behali. Na konci žiaci opäť zabehli 100 metrov, pričom dosiahli časy uvedené v tabuľke.

Štatisticky overte hypotézu „Medzi rozdielmi priemerov v behu na 100 metrov pred a po experimente je signifikantný rozdiel.“

	žiak
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	pred
	13,2
	13,5
	13,6
	13,7
	13,8
	13,8
	13,9
	13,9
	14,1
	14,1
	14,1
	14,2
	14,2
	14,2
	14,3
	14,3

	po
	12,9
	13,4
	13,8
	13,6
	13,8
	13,9
	13,5
	13,2
	14,3
	14,0
	14,2
	13,8
	13,9
	14,0
	14,4
	14,1


	žiak
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32

	pred
	14,4
	14,4
	14,4
	14,4
	14,5
	14,5
	14,6
	14,6
	14,7
	14,7
	14,8
	14,8
	14,9
	14,9
	15,0
	15,1

	po
	14,0
	13,9
	14,2
	14,5
	14,5
	14,2
	14,1
	14,2
	14,3
	14,5
	14,9
	14,6
	14,2
	14,1
	14,8
	14,9


	žiak
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	
	

	pred
	15,1
	15,2
	15,4
	15,5
	15,6
	15,6
	15,8
	16,0
	16,2
	16,4
	16,6
	16,8
	16,9
	17,6
	
	

	po
	14,5
	15,6
	15,5
	15,2
	15,3
	15,8
	15,2
	15,1
	16,0
	16,2
	16,7
	16,0
	16,2
	17,3
	
	


Riešenie:

1. Formulujeme nulovú a alternatívnu hypotézu. 

H0: Medzi rozdielmi priemerov v behu na 100 metrov pred a po experimente nie je signifikantný rozdiel..
H1: Medzi rozdielmi priemerov v behu na 100 metrov pred a po experimente je signifikantný rozdiel.


2. Zvolíme si pravdepodobnosť omylu: = 5%. 

3. Testom normality D’Agostina otestujeme hypotézu o normalite rozdelenia diferencií. 

Najskôr si zapíšeme výsledky žiakov dosiahnuté pred a po experimente v Exceli na hárok udaje nasledovne:

	žiak
	pred
	po

	1
	13,2
	12,9

	2
	13,5
	13,4

	3
	13,6
	13,8

	4
	13,7
	13,6

	:
	:
	:

	:
	:
	:

	:
	:
	:

	43
	16,6
	16,7

	44
	16,8
	16

	45
	16,9
	16,2

	46
	17,6
	17,3


Na hárku testnormality si pripravíme nasledujúcu tabuľku:

	Číslo žiaka
	Diferencia
	Zoradené údaje o diferencii
	C-D
	koeficienty
	E*F
	odchýlky
	počet žiakov 
	

	1
	
	
	
	
	
	
	
	priemer diferencií
	

	2
	
	
	
	
	
	
	
	súčet G
	

	3
	
	
	
	
	
	
	
	súčet štvorcov H
	

	4
	
	
	
	
	
	
	
	D
	

	5
	
	
	
	
	
	
	
	Y
	

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	23
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	24
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	25
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:
	
	

	45
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	46
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Pretože počet žiakov je 46, obsahuje 1. časť tabuľky 23 riadkov a druhá tiež 23 riadkov.

Do bunky B2 zadáme vzorec =udaje!B2-udaje!C2 a vyplníme ním údaje v stĺpci B. Vypočítame tak diferencie vo výkonoch žiakov pred a po experimente.

Do bunky C2 zadáme vzorec =LARGE($B$2:$B$47;A2) a vyplníme ním údaje v stĺpci C.

Do bunky D2 zadáme vzorec =LARGE($B$2:$B$47;$J$1-A2+1) a vyplníme ním údaje v stĺpci D.

Do bunky E2 zadáme vzorec =C2-D2 a vyplníme ním údaje v stĺpci E.

Do bunky J1 zadáme vzorec =COUNT(B2:B47).

Do bunky J2 zadáme vzorec =AVERAGE(B2:B47).

Do bunky F2 zadáme vzorec =($J$1+1)/2-A2 a vyplníme ním údaje v stĺpci F.

Do bunky G2 zadáme vzorec =E2*F2 a vyplníme ním údaje v stĺpci G.

Do bunky H2 zadáme vzorec =C2-$J$2 a vyplníme ním údaje v stĺpci H.

Do bunky J3 zadáme vzorec =SUM(G2:G24).

Do bunky J4 zadáme vzorec =SUMSQ(H2:H47).

Do bunky J5 zadáme vzorec =J3/SQRT(J1*J1*J1*J4).

Do bunky J6 zadáme vzorec =SQRT(J1)*(J5-0,2820948)/0,029986.

Tabuľka potom vyzerá nasledovne:

	Číslo žiaka
	Diferencia
	Zoradené údaje o diferencii
	C-D
	koeficienty
	E*F
	odchýlky
	počet žiakov 
	46

	1
	0,3
	0,9
	-0,4
	1,3
	22,5
	29,3
	0,66
	priemer diferencií
	0,24

	2
	0,1
	0,8
	-0,2
	1,0
	21,5
	21,5
	0,56
	súčet G
	181

	3
	-0,2
	0,8
	-0,2
	1,0
	20,5
	20,5
	0,56
	súčet štvorcov H
	4,22957

	4
	0,1
	0,7
	-0,2
	0,9
	19,5
	17,6
	0,46
	D
	0,28209

	5
	0
	0,7
	-0,1
	0,8
	18,5
	14,8
	0,46
	Y
	-0,0002

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	23
	0,5
	0,2
	0,2
	0,0
	0,5
	0,0
	-0,04
	
	

	24
	0,4
	0,2
	0,2
	
	
	
	-0,04
	
	

	25
	0,4
	0,2
	0,2
	
	
	
	-0,04
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:
	
	

	45
	0,7
	-0,2
	0,8
	
	
	
	-0,44
	
	

	46
	0,3
	-0,4
	0,9
	
	
	
	-0,64
	
	


Hodnota testovacieho kritéria Y je – 0,0002.

V nasledujúcej tabuľke nájdeme kritickú hodnotu 
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	0,005
	0,025
	0,975
	0,995

	30
	-4,19
	-2,91
	0,83
	0,941

	32
	-4,16
	-2,88
	0,862
	0,983

	34
	-4,12
	-2,86
	0,891
	1,02


	36
	-4,09
	-2,85
	0,917
	1,05

	38
	-4,06
	-2,83
	0,941
	1,08

	40
	-4,03
	-2,81
	0,964
	1,11

	50
	-3,91
	-2,74
	1,06
	1,24

	60
	-3,81
	-2,68
	1,13
	1,34

	90
	-3,61
	-2,57
	1,28
	1,54

	100
	-3,57
	-2,54
	1,31
	1,59


V našom prípade je počet žiakov 46, teda kritické hodnoty sú približne –3,9 a 1,2. Pretože hodnota Y, ktorá je –0,0002, leží medzi kritickými hodnotami, prijímame hypotézu o normalite rozdelenia diferencií. 

4. Pomocou funkcie TTEST v Exceli zistíme pravdepodobnosť omylu.

Na hárku udaje do bunky F1 zadáme vzorec =TTEST(B2:B47;C2:C47;2;1).

Oblasť B2:B47 obsahuje výsledky žiakov pred experimentom, oblasť C2:C47 obsahuje výsledky žiakov po experimente.

	žiak
	pred
	po
	
	pravdepodobnosť omylu v t-teste:
	0,0%

	1
	13,2
	12,9
	
	
	

	2
	13,5
	13,4
	
	
	

	3
	13,6
	13,8
	
	
	

	:
	:
	:
	
	
	

	:
	:
	:
	
	
	


V našom prípade sme zistili, že pravdepodobnosť omylu v t-teste je 0,0%.

5. Rozhodneme o prijatí alebo zamietnutí nulovej hypotézy.

Pretože pravdepodobnosť omylu v t-teste nepresahuje vopred zvolenú pravdepodobnosť omylu z bodu 2, ktorá bola 5%, nulovú hypotézu zamietame.


Prijímame teda alternatívnu hypotézu H1, ktorá znie: Medzi rozdielmi priemerov v behu na 100 metrov pred a po experimente je signifikantný rozdiel.

Celý test je spracovaný v súbore zavisle1.xls.

Poznámka: Pretože nie je dôvod, aby pravidelný tréning znižoval výkon žiakov, mohli sme predchádzajúcu úlohu riešiť aj ako jednostranný t-test. 

V tomto prípade by hypotéza H1 znela „Priemerný výkon v behu na 100 metrov po experimente je signifikantne vyšší ako priemerný výkon v behu na 100 metrov pred experimentom“.

Do bunky F1 na hárku udaje by sme vložili vzorec =TTEST(B2:B47;C2:C47;1;1).

Zvyšok riešenia úlohy by bol rovnaký.

Úloha:

Pri skúmaní, či mesiac pravidelného behania má vplyv na výkon žiakov v behu na 12 minút, sme urobili experiment s 34 žiakmi. Na začiatku žiaci zabehli dvanásťminútovku, pričom dosiahli výkony uvedené v tabuľke. Potom počas 1 mesiaca prebehol experiment, v rámci ktorého každé ráno 12 minút behali. Na konci žiaci opäť zabehli dvanásťminútovku, pričom dosiahli výkony uvedené v tabuľke.

Štatisticky overte hypotézu „Medzi výkonmi v dvanásťminútovke pred a po experimente je signifikantný rozdiel.“

	žiak
	pred
	po
	
	žiak
	pred
	po
	
	žiak
	pred
	po
	
	žiak
	pred
	po

	1
	1900
	1880
	
	10
	2010
	2020
	
	19
	2080
	2040
	
	27
	2230
	2290

	2
	1920
	1910
	
	11
	2010
	2070
	
	20
	2090
	2060
	
	28
	2250
	2140

	3
	1940
	1960
	
	12
	2010
	2050
	
	21
	2110
	2170
	
	29
	2300
	2270

	4
	1945
	1980
	
	13
	2040
	2000
	
	22
	2120
	2120
	
	30
	2350
	2380

	5
	1950
	1940
	
	14
	2040
	2050
	
	23
	2150
	2180
	
	31
	2410
	2480

	6
	1950
	1950
	
	15
	2050
	2030
	
	24
	2170
	2230
	
	32
	2460
	2360

	7
	1980
	1970
	
	16
	2055
	2070
	
	25
	2190
	2150
	
	33
	2480
	2520

	8
	2000
	2005
	
	17
	2060
	2080
	
	26
	2190
	2170
	
	34
	2540
	2500

	9
	2005
	2050
	
	18
	2070
	2120
	
	
	
	
	
	
	
	


Riešenie:

Postupujeme podobne ako v predchádzajúcom príklade.

1. Formulujeme nulovú a alternatívnu hypotézu. 

(po kliknutí)
H0: Medzi výkonmi v dvanásťminútovke pred a po experimente nie je signifikantný rozdiel.
H1: Medzi výkonmi v dvanásťminútovke pred a po experimente je signifikantný rozdiel.


2. Zvolíme si pravdepodobnosť omylu: (po kliknutí) = 5%. 

3. Testom normality D’Agostina otestujeme hypotézu o normalite rozdelenia diferencií. 

Najskôr si zapíšeme výsledky žiakov dosiahnuté pred a po experimente v Exceli na hárok udaje nasledovne:

	žiak
	pred
	po

	1
	1900
	1880

	2
	1920
	1910

	3
	1940
	1960

	:
	:
	:

	:
	:
	:

	:
	:
	:

	:
	:
	:

	32
	2460
	2360

	33
	2480
	2520

	34
	2540
	2500


Na hárku testnormality si pripravíme nasledujúcu tabuľku:

	Číslo žiaka
	Diferencia
	Zoradené údaje o diferencii
	C-D
	koeficienty
	E*F
	odchýlky
	počet žiakov 
	

	1
	
	
	
	
	
	
	
	priemer diferencií
	

	2
	
	
	
	
	
	
	
	súčet G
	

	3
	
	
	
	
	
	
	
	súčet štvorcov H
	

	4
	
	
	
	
	
	
	
	D
	

	5
	
	
	
	
	
	
	
	Y
	

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	17
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	18
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	19
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:
	
	

	33
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	34
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Pretože počet žiakov je 34, obsahuje 1. časť tabuľky 17 riadkov a druhá tiež 17 riadkov.

Do bunky B2 zadáme vzorec =udaje!B2-udaje!C2 a vyplníme ním údaje v stĺpci B. Vypočítame tak diferencie vo výkonoch žiakov pred a po experimente.

Do bunky C2 zadáme vzorec =LARGE($B$2:$B$35;A2) a vyplníme ním údaje v stĺpci C.

Do bunky D2 zadáme vzorec =LARGE($B$2:$B$35;$J$1-A2+1) a vyplníme ním údaje v stĺpci D.

Do bunky E2 zadáme vzorec =C2-D2 a vyplníme ním údaje v stĺpci E.

Do bunky J1 zadáme vzorec =COUNT(B2:B35).

Do bunky J2 zadáme vzorec =AVERAGE(B2:B35).

Do bunky F2 zadáme vzorec =($J$1+1)/2-A2 a vyplníme ním údaje v stĺpci F.

Do bunky G2 zadáme vzorec =E2*F2 a vyplníme ním údaje v stĺpci G.

Do bunky H2 zadáme vzorec =C2-$J$2 a vyplníme ním údaje v stĺpci H.

Do bunky J3 zadáme vzorec =SUM(G2:G18).

Do bunky J4 zadáme vzorec =SUMSQ(H2:H35).

Do bunky J5 zadáme vzorec =J3/SQRT(J1*J1*J1*J4).

Do bunky J6 zadáme vzorec =SQRT(J1)*(J5-0,2820948)/0,029986.

Tabuľka potom vyzerá nasledovne:

	Číslo žiaka
	Diferencia
	Zoradené údaje o diferencii
	C-D
	koeficienty
	E*F
	odchýlky
	počet žiakov 
	34

	1
	20
	110
	-70
	180,0
	16,5
	2970,0
	114,12
	priemer diferencií
	-4,12

	2
	10
	100
	-60
	160,0
	15,5
	2480,0
	104,12
	súčet G
	13750

	3
	-20
	40
	-60
	100,0
	14,5
	1450,0
	44,12
	súčet štvorcov H
	62523,5

	4
	-35
	40
	-60
	100,0
	13,5
	1350,0
	44,12
	D
	0,27737

	5
	10
	40
	-60
	100,0
	12,5
	1250,0
	44,12
	Y
	-0,9184

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	17
	-20
	-5
	-10
	5,0
	0,5
	2,5
	-0,88
	
	

	18
	-50
	-10
	-5
	
	
	
	-5,88
	
	

	19
	40
	-10
	0
	
	
	
	-5,88
	
	

	20
	30
	-15
	0
	
	
	
	-10,88
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:
	
	

	33
	-40
	-60
	100
	
	
	
	-55,88
	
	

	34
	40
	-70
	110
	
	
	
	-65,88
	
	


Hodnota testovacieho kritéria Y je (po kliknutí) – 0,9184.

V nasledujúcej tabuľke nájdeme kritickú hodnotu 
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	n
	
	

	
	0,005
	0,025
	0,975
	0,995

	30
	-4,19
	-2,91
	0,83
	0,941

	32
	-4,16
	-2,88
	0,862
	0,983

	34
	-4,12
	-2,86
	0,891
	1,02

	36
	-4,09
	-2,85
	0,917
	1,05

	38
	-4,06
	-2,83
	0,941
	1,08

	40
	-4,03
	-2,81
	0,964
	1,11

	50
	-3,91
	-2,74
	1,06
	1,24

	60
	-3,81
	-2,68
	1,13
	1,34

	90
	-3,61
	-2,57
	1,28
	1,54

	100
	-3,57
	-2,54
	1,31
	1,59


V našom prípade je počet žiakov 34, teda kritické hodnoty sú (po kliknutí) –4,12 a 1,02. Pretože hodnota Y, ktorá je –0,9184, leží medzi kritickými hodnotami, hypotézu o normalite rozdelenia diferencií (po kliknutí) prijímame. 

4. Pomocou funkcie TTEST v Exceli zistíme pravdepodobnosť omylu.

Na hárku udaje do bunky F1 zadáme vzorec =TTEST(B2:B35;C2:C35;2;1).

Oblasť B2:B35 obsahuje výsledky žiakov pred experimentom, oblasť C2:C35 obsahuje výsledky žiakov po experimente.

	žiak
	pred
	po
	
	pravdepodobnosť omylu v t-teste:
	58,5%

	1
	1900
	1880
	
	
	

	2
	1920
	1910
	
	
	

	3
	1940
	1960
	
	
	

	4
	1945
	1980
	
	
	

	:
	:
	:
	
	
	

	:
	:
	:
	
	
	


V našom prípade sme zistili, že pravdepodobnosť omylu v t-teste je 58,5%.

5. Rozhodneme o prijatí alebo zamietnutí nulovej hypotézy.

Pretože pravdepodobnosť omylu v t-teste presahuje vopred zvolenú pravdepodobnosť omylu z bodu 2, ktorá bola 5%, nulovú hypotézu (po kliknutí) prijímame.


Prijímame teda hypotézu H0, ktorá znie: Medzi výkonmi v dvanásťminútovke pred a po experimente nie je signifikantný rozdiel.

Celý test je spracovaný v súbore zavisle2.xls.

V predchádzajúcich dvoch úlohách sme použili t-test, ktorého predpokladom je normalita rozdelenia údajov. V prípade, že hypotézu o normalite rozdelenia by sme zamietli, t-test by nebolo možné použiť. V takomto prípade by sme mohli použiť neparametrické testy. Jedným z nich je Wilcoxonov test, ktorého použitie si ukážeme na dvoch nasledujúcich úlohách. V prvej úlohe pôjde o menšiu vzorku (n<26), v druhom o väčšiu (n>25).

Wilcoxonov test používame aj vtedy, ak normalitu údajov nemožno otestovať, napríklad z dôvodu malej vzorky.

Postup pri Wilcoxonovom teste pre malú vzorku:

1. Formulujeme nulovú a alternatívnu hypotézu: 

H0: Medzi výkonmi dosiahnutými v podmienkach A, B nie je signifikantný rozdiel.

H1: Medzi výkonmi dosiahnutými v podmienkach A, B je signifikantný rozdiel.


2. Určíme pravdepodobnosť omylu.

3. Urobíme nasledujúcu tabuľku:

	Číslo probanda
	Podmienka A
	Podmienka B
	Rozdiel    B-C
	Abs. hod. rozdielu
	Poradie rozdielu
	Poradie pre záp. dif.
	Poradie pre kladné dif.

	1
	
	
	
	
	
	
	

	2
	
	
	
	
	
	
	

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:

	
	
	
	
	súčet:
	
	
	


Ak by v stĺpci D vyšla v niektorom riadku nula, tak celý riadok odstránime. O toľko riadkov potom znížime rozsah n.

4. Voľba testovacej veličiny. 

Testovacia veličina T je menšie číslo zo súčtu poradí pre kladné a záporné diferencie (v tabuľke podtieňované žltou).


5. Z nasledujúcej tabuľky určíme kritickú hodnotu 
[image: image5.wmf];

n

T

a
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	n
	α pri jednostranne kladenej otázke
	
	n
	α pri jednostranne kladenej otázke

	
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005
	
	
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005

	
	α pri dvojstranne kladenej otázke
	
	
	α pri dvojstranne kladenej otázke

	
	0,1
	0,05
	0,02
	0,01
	
	
	0,1
	0,05
	0,02
	0,01

	5
	0
	-
	-
	-
	
	16
	35
	30
	24
	20

	6
	2
	0
	-
	-
	
	17
	41
	35
	28
	23

	7
	3
	2
	0
	-
	
	18
	47
	40
	33
	28

	8
	5
	4
	2
	0
	
	19
	53
	46
	38
	32

	9
	8
	6
	3
	2
	
	20
	60
	52
	43
	38

	10
	10
	8
	5
	3
	
	21
	67
	59
	49
	43

	11
	13
	11
	7
	5
	
	22
	75
	66
	56
	49

	12
	17
	14
	10
	7
	
	23
	83
	73
	62
	55

	13
	21
	17
	13
	10
	
	24
	91
	81
	69
	61

	14
	25
	21
	16
	13
	
	25
	100
	89
	77
	68

	15
	30
	25
	20
	16
	
	
	
	
	
	


6. Rozhodneme o prijatí alebo zamietnutí nulovej hypotézy.

Ak 
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Úloha:

Pri skúmaní, ako ovplyvňuje deň a noc výkony pracovníkov v určitej pracovnej činnosti, sme urobili experiment s 12 ľuďmi, ktorí vykonávali tú istú činnosť raz cez deň a raz v noci. Ich výkony sú uvedené v tabuľke. 

Štatisticky overte hypotézu „Medzi výkonmi počas dňa a v noci je signifikantný rozdiel.“

	pracovník
	deň
	noc
	
	pracovník
	deň
	noc
	
	pracovník
	deň
	noc
	
	pracovník
	deň
	noc

	1
	36
	32
	
	4
	45
	44
	
	7
	52
	42
	
	10
	58
	55

	2
	38
	40
	
	5
	47
	47
	
	8
	55
	50
	
	11
	60
	58

	3
	42
	36
	
	6
	49
	50
	
	9
	56
	52
	
	12
	63
	54


Riešenie:

1. Formulujeme nulovú a alternatívnu hypotézu: 

H0: Medzi výkonmi počas dňa a v noci nie je signifikantný rozdiel.
H1: Medzi výkonmi počas dňa a v noci je signifikantný rozdiel.


2. Určíme pravdepodobnosť omylu:  = 5%.

3. Urobíme nasledujúcu tabuľku:

	Pracovník
	Deň
	Noc
	Rozdiel B-C
	Abs. hod. rozdielu
	Poradie rozdielu
	Poradie pre záp. dif.
	Poradie pre kladné dif.

	1
	36
	32
	 
	 
	 
	 
	 

	2
	38
	40
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	42
	36
	 
	 
	 
	 
	 

	4
	45
	44
	 
	 
	 
	 
	 

	5
	47
	47
	 
	 
	 
	 
	 

	6
	49
	50
	 
	 
	 
	 
	 

	7
	52
	42
	 
	 
	 
	 
	 

	8
	55
	50
	 
	 
	 
	 
	 

	9
	56
	52
	 
	 
	 
	 
	 

	10
	58
	55
	 
	 
	 
	 
	 

	11
	60
	58
	 
	 
	 
	 
	 

	12
	63
	54
	 
	 
	 
	 
	 

	
	
	
	
	súčet:
	 
	 
	 


Pretože u pracovníka č. 5 je rovnaký výkon cez deň aj v noci, odstránime ho z tabuľky. Odteraz bude veľkosť vzorky n = 11.

	Pracovník
	Deň
	Noc
	Rozdiel B-C
	Abs. hod. rozdielu
	Poradie rozdielu
	Poradie pre záp. dif.
	Poradie pre kladné dif.

	1
	36
	32
	 
	 
	 
	 
	 

	2
	38
	40
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	42
	36
	 
	 
	 
	 
	 

	4
	45
	44
	 
	 
	 
	 
	 

	6
	49
	50
	 
	 
	 
	 
	 

	7
	52
	42
	 
	 
	 
	 
	 

	8
	55
	50
	 
	 
	 
	 
	 

	9
	56
	52
	 
	 
	 
	 
	 

	10
	58
	55
	 
	 
	 
	 
	 

	11
	60
	58
	 
	 
	 
	 
	 

	12
	63
	54
	 
	 
	 
	 
	 

	
	
	
	
	súčet:
	 
	 
	 


Do bunky D2 zadáme vzorec =B2-C2 a vyplníme ním stĺpec D.

Do bunky E2 zadáme vzorec =ABS(D2) a vyplníme ním stĺpec E.

Do bunky F2 zadáme vzorec =RANK(E2;$E$2:$E$12;1)+0,5*(COUNTIF($E$2:$E$12;E2)-1) a vyplníme ním stĺpec F. Do bunky G2 zadáme vzorec =IF(D2<0;F2;" ") a vyplníme ním stĺpec G. Do bunky H2 zadáme vzorec =IF(D2>0;F2;" ") a vyplníme ním stĺpec H.

	Pracovník
	Deň
	Noc
	Rozdiel B-C
	Abs. hod. rozdielu
	Poradie rozdielu
	Poradie pre záp. dif.
	Poradie pre kladné dif.

	1
	36
	32
	4
	4
	6,5
	 
	6,5

	2
	38
	40
	-2
	2
	3,5
	3,5
	 

	3
	42
	36
	6
	6
	9
	 
	9

	4
	45
	44
	1
	1
	1,5
	 
	1,5

	6
	49
	50
	-1
	1
	1,5
	1,5
	 

	7
	52
	42
	10
	10
	11
	 
	11

	8
	55
	50
	5
	5
	8
	 
	8

	9
	56
	52
	4
	4
	6,5
	 
	6,5

	10
	58
	55
	3
	3
	5
	 
	5

	11
	60
	58
	2
	2
	3,5
	 
	3,5

	12
	63
	54
	9
	9
	10
	 
	10

	
	
	
	
	súčet:
	66
	5
	61


4. Testovacia veličina T je menšie číslo zo súčtu poradí pre kladné a záporné diferencie (v tabuľke podtieňované žltou). Teda T = 5.


5. Z nasledujúcej tabuľky určíme kritickú hodnotu 
[image: image8.wmf];

n

T
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	n
	α pri jednostranne kladenej otázke
	
	n
	α pri jednostranne kladenej otázke

	
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005
	
	
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005

	
	α pri dvojstranne kladenej otázke
	
	
	α pri dvojstranne kladenej otázke

	
	0,1
	0,05
	0,02
	0,01
	
	
	0,1
	0,05
	0,02
	0,01

	5
	0
	-
	-
	-
	
	16
	35
	30
	24
	20

	6
	2
	0
	-
	-
	
	17
	41
	35
	28
	23

	7
	3
	2
	0
	-
	
	18
	47
	40
	33
	28

	8
	5
	4
	2
	0
	
	19
	53
	46
	38
	32

	9
	8
	6
	3
	2
	
	20
	60
	52
	43
	38

	10
	10
	8
	5
	3
	
	21
	67
	59
	49
	43

	11
	13
	11
	7
	5
	
	22
	75
	66
	56
	49

	12
	17
	14
	10
	7
	
	23
	83
	73
	62
	55

	13
	21
	17
	13
	10
	
	24
	91
	81
	69
	61

	14
	25
	21
	16
	13
	
	25
	100
	89
	77
	68

	15
	30
	25
	20
	16
	
	
	
	
	
	


V našom prípade n = 11 a  = 5%, teda kritická hodnota 
[image: image9.wmf];
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6. Rozhodneme o prijatí alebo zamietnutí nulovej hypotézy.



V našom prípade je hodnota testovacieho kritéria T = 5 a kritická hodnota 
[image: image10.wmf];

n

T

a

=11.

Pretože 
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, hypotézu H0 zamietame.

Prijímame teda hypotézu H1, ktorá znie: „Medzi výkonmi počas dňa a v noci je signifikantný rozdiel.“

Celý test je spracovaný v súbore wilcoxon1.xls a postup je znázornený na video12.

Postup pri Wilcoxonovom teste pre veľkú vzorku (rozsah vzorky n>25)

1. Formulujeme nulovú a alternatívnu hypotézu: 

H0: Medzi výkonmi dosiahnutými v podmienkach A, B nie je signifikantný rozdiel.

H1: Medzi výkonmi dosiahnutými v podmienkach A, B je signifikantný rozdiel.

2. Určíme pravdepodobnosť omylu.

3. Určíme hodnotu testovacej veličiny 
[image: image12.wmf](

)

(

)

(

)

1

4

121

24

nn

T

u

nnn

+

-

=

++

, kde T má rovnaký význam ako vo Wilcoxonovom teste pre malú vzorku.

4. Určíme kritickú hodnotu 
[image: image13.wmf]a
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	
	u

	
	jednostranný test
	dvojstranný test

	5 %
	1,64
	1,96

	1 %
	2,33
	2,58

	0,1 %
	3,09
	3,29


5. Rozhodneme o prijatí alebo zamietnutí nulovej hypotézy.
Ak 
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, hypotézu H0 prijímame. 
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, hypotézu H0 zamietame.

Postup si ukážeme na už známej úlohe o dvanásťminútovom behu.

Úloha:

Pri skúmaní, či mesiac pravidelného behania má vplyv na výkon žiakov v behu na 12 minút, sme urobili experiment s 34 žiakmi. Na začiatku žiaci zabehli dvanásťminútovku, pričom dosiahli výkony uvedené v tabuľke. Potom počas 1 mesiaca prebehol experiment, v rámci ktorého každé ráno 12 minút behali. Na konci žiaci opäť zabehli dvanásťminútovku, pričom dosiahli výkony uvedené v tabuľke.

Štatisticky overte hypotézu „Medzi výkonmi v dvanásťminútovke pred a po experimente je signifikantný rozdiel.“

	žiak
	pred
	po
	
	žiak
	pred
	po
	
	žiak
	pred
	po
	
	žiak
	pred
	po

	1
	1900
	1880
	
	10
	2010
	2020
	
	19
	2080
	2040
	
	27
	2230
	2290

	2
	1920
	1910
	
	11
	2010
	2070
	
	20
	2090
	2060
	
	28
	2250
	2140

	3
	1940
	1960
	
	12
	2010
	2050
	
	21
	2110
	2170
	
	29
	2300
	2270

	4
	1945
	1980
	
	13
	2040
	2000
	
	22
	2120
	2120
	
	30
	2350
	2380

	5
	1950
	1940
	
	14
	2040
	2050
	
	23
	2150
	2180
	
	31
	2410
	2480

	6
	1950
	1950
	
	15
	2050
	2030
	
	24
	2170
	2230
	
	32
	2460
	2360

	7
	1980
	1970
	
	16
	2055
	2070
	
	25
	2190
	2150
	
	33
	2480
	2520

	8
	2000
	2005
	
	17
	2060
	2080
	
	26
	2190
	2170
	
	34
	2540
	2500

	9
	2005
	2050
	
	18
	2070
	2120
	
	
	
	
	
	
	
	


Riešenie:

1. Formulujeme nulovú a alternatívnu hypotézu: 

H0: Medzi výkonmi v dvanásťminútovke pred a po experimente nie je signifikantný rozdiel.

H1: Medzi výkonmi v dvanásťminútovke pred a po experimente je signifikantný rozdiel.

2. Určíme pravdepodobnosť omylu:= 5% .

3. Určíme hodnotu testovacej veličiny 
[image: image16.wmf](
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Najskôr si údaje zapíšeme do tabuľky, ktorú urobíme podobne ako v predchádzajúcom príklade.

	Žiak
	Pred experi-mentom
	Po experimente
	Rozdiel B-C
	Abs. hod. rozdielu
	Poradie rozdielu
	Poradie pre záp. dif.
	Poradie pre kladné dif.

	1
	1900
	1880
	20
	20
	12
	 
	12

	2
	1920
	1910
	10
	10
	6
	 
	6

	3
	1940
	1960
	-20
	20
	12
	12
	 

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:

	32
	2460
	2360
	100
	100
	33
	 
	33

	33
	2480
	2520
	-40
	40
	22,5
	22,5
	 

	34
	2540
	2500
	40
	40
	22,5
	 
	22,5

	
	
	
	
	súčet:
	595
	348
	244


Hodnota veličiny T je 244 (menšia zo žlto podfarbených hodnôt).

Tabuľka je spracovaná v súbore wilcoxon2.xls a postup je znázornený na video13.

Teraz pomocou vzorca 
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 určíme hodnotu testovacej veličiny. 

Pripomíname, že rozsah n = 34.
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4. Určíme kritickú hodnotu 
[image: image19.wmf]a
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	
	u

	
	jednostranný test
	dvojstranný test

	5 %
	1,64
	1,96

	1 %
	2,33
	2,58

	0,1 %
	3,09
	3,29


V našom prípade 
[image: image20.wmf]a

u

= 1,96.

5. Rozhodneme o prijatí alebo zamietnutí nulovej hypotézy.

V našom prípade je hodnota testovacieho kritéria u = 0,91 a kritická hodnota 
[image: image21.wmf]a

u

= 1,96

Pretože 
[image: image22.wmf]a

<

u
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, hypotézu H0, ktorá znie „Medzi výkonmi v dvanásťminútovke pred a po experimente nie je signifikantný rozdiel“, prijímame.

Ak � EMBED Equation.3  ���, prijímame hypotézu, že súbor má normálne rozdelené hodnoty znaku. 





V opačnom prípade hypotézu, že súbor má normálne rozdelené hodnoty znaku, zamietame.
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