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Abstract: Dipyramids and deltohedra designed in the software Poly. The teaching of knowledge about
solid geometry is considered a difficult topic of school geometry. This is due to several factors. The
didactical approach of the teacher, that provides the subject matter to the students, can be
considered as one of the significant factors. The presented didactical elaboration of the subject
matter about dipyramids and deltohedra is using the educational software Poly.
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1 Uvod

Prezentované didaktické spracovanie elementdrnych poznatkov o dvoch skupinach hranatych telies
s ndzvom ,dipyramidy a deltoédry” nadvdzuje na podobné spracovania mnozin Specialnych
hranatych mnohostenov, ktoré zaradujeme podla ich charakteristickych vlastnosti. Z davnejsej
tvorby, ktoru odporucame cCitatelovi do pozornosti, to boli pravidelné mnohosteny, polopravidelné
mnohosteny, deltaédry, hranoly a antihranoly. Vsetky telesa z uvedenych skupin sa mézu spolahlivo
zaradit do Skolskej matematiky nielen pre svoju geometrickl krasu, ale najma pre moznost skimat
ich jednak tradicnym spOsobom (model a narysovany obrazok), ale mézu sa skimat pomocou
prostriedkov informacnych a komunikacnych technolégii, ktoré si pre svoje prednosti (najma
dynamickost) nachadzaju v sucasnej skole svoje nezastupitelné miesto.

Z pedagogickej praxe, ale aj zrdoznych vyskumov vyplyva, Ze zatial Co aritmetické, pripadne
algebraické, ucivo si Ziaci na zakladnych istrednych Skoldch osvoja v predpisanom rozsahu takmer
spolahlivo, s ndstupom geometrického uciva nastava u niektorych Ziakov ,kriza“. Tato skuto¢nost by
sa mohla javit ako nepochopitelnd, vzhladom k tomu, Ze prave geometria bola, uz od antickych dcias,
v Skolach roéznych drovni, silne zastlpend a zdalo by sa, Ze aj didaktické postupy vyucby geometrie su
uz histériou spolahlivo preverené. O pricinach tohto javu sa Citatel mdze dozvediet v odporucanych
statiach a pravdepodobne ani tam nendjde spolahlivi a Uplnid odpoved, preto za ciel vtomto
prispevku si zvolme zdmer ukazat moznosti didaktického postupu, v ktorom sa Ziak svybranym
geometrickym ucivom zozndmi prostrednictvom viacerych pristupov zacinajuc modelovanim
geometrickych telies, pokracujuc ich zobrazovanim, vratane zobrazovania zvolenych telies
prostriedkami IKT pouzitim vhodného didaktického softvéru. Za vhodny vyber uciva na prezentovanie
nacrtnutého postupu zvolime pomerne elementarne ucivo o dipyramidach a deltoédroch, ktoré sa
nacrtnutym spdésobom v Skolskej matematike nevyskytuje, ale ako obohatenie poznatkov
o $pecidlnych typoch mnohostenov sa javi ako vhodné ucivo a kombinovana metdda vyuZitia
tradi¢nych zobrazovacich metdd svyuZitim vhodného pedagogického softvéru robi vyucovanie
zaujimavym a efektivnym.
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2 Dipyramidy a deltoédry v Skolskej praxi

Slovné oznacenie prezentovanych dvoch skupin telies sme prevzali z anglickej terminoldgie, ta vSak
vyuziva slovné zaklady latinskej pripadne gréckej reci pre svoju originalitu, ale hlavne pre opisnu
nazornost, ktord v podstate umozniuje aj Citatelovi textu v slovenskej reéi intuitivne porozumiet
obsahu nazvu vratane vytvorenia si predstavy aspon o niektorych typoch uvedenych telies.

S modelom Specidlnej dipyramidy sa pravdepodobne stretneme pri spoznani telesa typu pravidelny
osemsten, pretoze tento sa da skutoéne vnimat ako podstavami ,spojené” dva zhodné pravidelné
Stvorboké ihlany. PouZitie pojmu dipyramida sa neviaze vidy na poZiadavku rovnosti vsetkych
vzdialenosti vrcholov telesa od jeho stredu. To sa vyskytne iba pri vnimani pravidelného osemstena
ako dipyramidy. Vo vSeobecnosti vsak staci, aby vysky jednotlivych Stvorbokych ihlanov, z ktorych sa
osemsten sklada boli zhodné. Inymi slovami vzniknuta ,dvojita“ pyramida méze byt rézne ,,Stihla“.

Iny priklad vyskytu Specidlnej dipyramidy sa vyskytuje vriadenom objavitelskom didaktickom
postupe pri ucive o pravidelnych mnohostenoch. Ak motivujeme ich objav prostrednictvom
poziadaviek, Zze hladané telesa maju byt konvexné, steny maju byt zhodné pravidelné n — uholniky
a neakcentujeme dalSiu vyznamnu poziadavku o rovnosti poctu zoskupenych stien, alebo hrdn pri
véetkych vrcholoch, zistime velmi casto, Ze Ziaci povaZuju mylne pentagondlnu dipyramidu za
pravidelny mnohosten. Je to elegantnd ukazka potreby precizovat definiciu telies typu pravidelny
mnohosten. Ako odmena nech je skutoc¢nost, v podobe objavenia pravidelného dvadsatstena.

Obr. 1. Pravidelny osemsten ako dipyramida Obr. 2. Pentagonadlna dipyramida

Vyskyt niektorych typov dipyramid mdézeme ndjst napriklad aj v prirode ako krystalické mriezky
niektorych latok (pravidelny osemsten — krystalicka mriezka zlata), iny vyskyt je v pouZiti tvorby telies
pre rézne spoloéenské hry, kedy chceme v nich nahradit ¢asto frekventovanut kocku. Casté vyuzitie
uvedenych typov telies ndjdeme vo vytvarnom umeni, ale tiez v architektire. Zobrazenie
fantastickych typov lietajucich telies je dalsi moziny vyskyt modelov dipyramid aich geometricka
znalost umozZiuje autorovi obrazkov ulahcenie pri tvorbe naértnutych aplikacii ako ilustraénych
obrazkov pre detmi oblUbené fantastické literarne Zanre.

Modely deltoédrov nendjdeme pravdepodobne v stucasnej Skolskej matematike, ale urciti matnu
predstavu o nich mézeme Ziakovi priblizit, napriklad pri $pecidlnom zastrihani ceruzky v tvare
modelu pravidelného 3estbokého hranola. Vyskyt v krystalografii, mozno aj v umeni, by mohol byt
dobrou aplikaénou ukazkou — je vhodné upriamovat pozornost Ziakov a Studentov na pozorovanie
objektov, ktoré nas obklopuju ,o¢ami geometricky vzdelaného ¢loveka“.



Acta Facultatis Paedagogicae Universitatis Tyrnaviensis, Séria C, 2011, rocnik 15, str. 3 —10 5

Ndazov deltoéder je pravdepodobne odvodeny zo slova ,eder-stena” (polyéder — mnohosten)
a pociatoc¢na cast ,,delto- je ¢ast z ndzvu Specidlneho rovinného stvoruholnika s nazvom deltoid (pre
Ziakov zndmy model jedného z r6znych tvarov Sarkanov). Triedenie Stvoruholnikov najde Ccitatel
v roznych matematickych publikdcidch, avsak mnohé z nich triedenim citatela nielen nepoucia, ale
zdezorientuju — tie zo zrejmych dovodov uvadzat nebudeme, avsak za vydarené a pouzitelné
triedenie mozeme povazovat triedenie podla K. Zilkovej v praci [10]. Samotnu definiciu pojmu deltoid
méZeme Citatelovi pribliZit nasledovne: deltoid — konvexny Stvoruholnik, ktorého uhlopriecky su na
seba kolmé a prdve jedna z nich je druhou delend na dve polovice.

Obr. 3. Ukazka zobrazenia dvoch typov deltoédrov

3 Deltoédry a deltaédry v geometrii mnohostenov

Zdanlivo mald odlisnost v nazvoch dvoch mnoZin telies je pri povrchnom ¢itani takmer
nepostrehnutelnd, avsak v praxi je vyznamnad. Ak sme v predchadzajucom odseku intuitivne Citatelovi
predstavili modely deltoédrov, tak je vhodné pribliZit aj pojem deltaéder, ak sa nechceme spolahnuit
iba na informovanost Citatela, ktory sa prostrednictvom niektorych publikovanych prac o tejto
malopocetnej mnozZine telies uz zo studia dozvedel.

Deltaéder je kaZdy konvexny mnohosten, ktorého vsetky steny su zhodné rovnostranné trojuholniky.
Je potrebné si uvedomit, Ze na rozdiel od pravidelnych mnohostenov sa v definicii deltaédra
nevyzaduje rovnost pocétu hran, alebo stien incidentnych s kazdym vrcholom. V tejto suvislosti je
vhodné pripomenut, Ze tri typy pravidelnych mnohostenov (Stvorsten, osemsten a dvadsatsten)
predstavuju zdroven aj tri typy deltaédrov. Ich celkovy pocet typov je osem a z hladiska poctu stien
mozeme zaznamenat ¢ast postupnosti: 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 20. Citatel iste postrehol v uvedenej
Casti postupnosti absenciu ¢isla 18, ¢o nie je tlatova chyba, ale skuto¢nost, ze 18-stenny deltaéder
neexistuje. Strucnd tedriu didaktického spracovania poznatkov o deltaédroch najde Ccitatel
v odporucéanych literarnych pramenoch, treba poznamenat, Ze je to ucivo nielen obohacujice
z geometrie ako vedy, ale je prinosom z hladiska moznosti aplikovat objavitel'sky didakticky postup,
¢o je niekedy vyznamnejsie, nez poznat skutoénost o pocte a tvaroch jednotlivych telies s uvedenymi
vlastnostami.
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Obr. 4. Ukazka zobrazenia 16-stenného deltaédra a jeho siete

4 Dipyramidy a deltoédry ako produkty duality telies

Spojmom dualita mnohostenov sa mobze Ziak zakladnej, alebo strednej Skoly zoznamit
v zjednodusenej a redukovanej podobe diskrétnym sp6sobom napriklad pri rieSeni nasledujiceho
cvi€enia: Zobrazte hranaté teleso, ktorého vrcholy su stredy stien danej kocky.

Ak budeme predpokladat, Ze zobrazenie kocky nie je pre riesitela Glohy naro¢ny problém (napriklad
v jednoduchom volnom rovnobeznom zobrazeni), tak najst obrazy stredov stien je taktiez nenaro¢na
uloha, pretoZe sa zobrazuju do prieseCnikov priemetov stenovych uhloprieCok Vyber vhodnych
useciek, ktorych krajnymi bodmi su najdené obrazy stredov stien dourci zobrazenie telesa dualneho
k danej kocke. Je zrejmé Ze nim je pravidelny osemsten zobrazeny velmi nazornym sp&sobom
a vysledok nielen potesi riesitela, ale aj mimoriadne preveri jeho schopnost nazyvanu priestorova
predstavivost.

>
s
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Obr. 5. Hladanie dudlneho telesa Obr. 6. Pravidelny osemsten

Nacrtnuty postup mozeme vyuzit v podmienkach tradi¢ného rysovania aj pre pravidelny Stvorsten,
ktory je dualny sam so sebou, alebo pre pravidelny osemsten, ktory v dualite produkuje kocku.
V kontexte terminoldgie je vhodné poznamenat, Ze v pripade napriklad pravidelného osemstena,
ktory ma stenu rovnostranny trojuholnik nie je moné pouzit termin ,stred steny“. Ziaden bod
trojuholnika nie je jeho stredom, pretoZe v Ziadnej stredovej sumernosti sa dany trojuholnik
nereprodukuje. Nacrtnuté postupy skumania duality niektorych Specidlnych mnohostenov su
prezentované v pracach (Zidek, Zilkova).
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Problém duality dalsich telies nie je spravidla mozné skimat tradi¢nymi zobrazovacimi technikami,
pretoze uz napriklad zobrazit pravidelny dvanaststen, alebo dvadsatsten nevieme poznatkami
zdkladnej alebo strednej skoly. Tu je na mieste pouzit takzvani kombinovand metddu zobrazenia
telies ato tak, Ze niektoré vhodné telesa si zobrazime pomocou didaktického softvéru a v tychto
zobrazeniach rieSime napriklad Ulohu o dualite telies uz tradi¢nou technikou rysovania.

Obr. 7. Ukazka kombinovanej metddy zobrazenia niektorych mnohostenov

5 Zobrazenie dipyramid a deltoédrov prostriedkami IKT

Aj prostrednictvom zobrazenia geometrickych Utvarov smeruje nasa didaktickd cesta k posilneniu
abstraktnych predstav o geometrickych objektoch. Na tejto vzdeldvacej ceste mo6zeme s Uspechom
vyuzit virtudlnu poznavaciu aktivitu, vyuZivajuc pritom vhodny didakticky softvér, ktorého
sinterpretatné mozZnosti moézu zdokonalit proces ucenia a prispiet krozvoju myslienkovych
a tvorivych aktivit Ziakov* (Zilkova, 2005).

V nasledujucej casti uvedieme priklad virtudineho pozorovania a studia niektorych vlastnosti
Speciadlnych typov hranatych telies tak, ako bol tento postup viacndsobne pouzivany v matematickej
a didaktickej priprave ucitelov matematiky vratane ucitefov pre 1. stupen zakladnych skél.
V uvedenej suvislosti mézeme za vydareny produkt povaZzovat softvér s oznacenim Poly 1.05, 1.08,
1.10, 1.11, 1.32 - postupne modifikovany adostupny aspon vdemoverzii na internete
(www.peda.com). Citatel ma moznost ziskat informdacie o prevadzkovych podmienkach vyuZivania

programu, ako aj o moznosti zaklpenia uvedeného softvéru. Program umoziuje pouzivatelovi ziskat
prehlad o nasledujucich typoch telies:

1. Platénove telesd (konvexné mnohosteny, vsetky steny su zhodné pravidelné n-uholniky, pri
kazdom vrchole je zoskupeny rovnaky pocet stien; spolu 5 typov telies, ktorymi su: pravidelny
$tvorsten, Seststen, osemsten, dvanaststen a dvadsatsten).

2. Archimedove telesd (konvexné mnohosteny, vsetky steny su pravidelné n-uholniky, pricom
mozu byt aj rozneho typu, zoskupenia mnohouholnikov pri vsetkych vrcholoch st zhodné; spolu
13 typov telies).

3. Hranoly a antihranoly (pravidelné hranoly — podstava je pravidelny n-uholnik, bo¢né steny su
Stvorce; antihranoly — podstava je pravidelny n-uholnik, bo¢né steny si zhodné, rovnostranné
trojuholniky; z nekonec¢ného poctu tychto telies spolu program poskytuje 10 typov, aj takto
definovanu skupinu telies ¢asto zaradujeme medzi polopravidelné mnohosteny vymedzené
v bode 2).
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4. Johnsonove telesd (konecny pocet konvexnych mnohostenov so stenami tvaru pravidelnych
n-uholnikov; dalSie podmienky su zlozZitejSie, daju sa pri ich zobrazeni aspon intuitivne
postrehnut — spolu 92 typov telies).

5. Deltaédry (konvexné mnohosteny, ktorych vsetky steny si zhodné rovnostranné trojuholniky;
spolu 8 typov, pomerne neskoro vymedzena konecna mnoZina telies — 1947).

6. Kataldnske telesd (dudlne telesa k Archimedovskym telesam; konstrukcia je zaloZenad na
principe: stred steny pévodného telesa je vrchol nového telesa; spolu 13 typov telies).

7. Dipyramidy a deltoédry (dipyramidy su dudlne telesa k hranolom, deltoédry su dualne telesa
k antihranolom; ukazka obsahuje 10 typov telies).

8. Geodetické gulovité kupoly (obohatenie o tento typ telies sa vyskytuje az v produkte Poly 1.11).

Z uvedenych 8 ponuk programu Poly vo vztahu k prezentovanej problematike vyplyva, Ze zobrazenie
dipyramid a deltoédrov sa, v obmedzenom rozsahu, da ziskat pomerne jednoducho, ¢o umozriuje
ziskat kvalitné ,obrazky” tychto (i dalsich) typov telies pomocou volne dostupného didaktického
softvéru aj tym Zziakom, ktori zatial nemaju poZadované geometrické poznatky pre Uspesné
zvlddnutie tohto problému. Program racionalizuje vyucbu v tej faze, kedy nie je cielom iba zobrazit
teleso, ale na zobrazenom telese riedit niektoré polohové aalebo metrické uUlohy s obvyklym
didaktickym, pripadne technickym ndmetom.
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Obr. 8. Nastroje pedagogického softvéru s ndzvom Poly Pro, zobrazeny hranol s vyznacenim hran a farebnym zvyraznenim
stien s aplikaciou tienovania

Z uvedenych typov telies si moZe pouzivatel programu zvolit:

a) Zobrazenie telesa s vyznacenim hran bielej farby na ¢iernom pozadi (obr. 8).

b) Zobrazenie telesa v jednofarebnom prevedeni jeho stien.

c) Zobrazenie telesa vo farebnom prevedeni za poutzitia tiefiovania niektorych stien s cielom ziskat
nazornejsi obraz.

d) Zobrazenie telesa vo farebnom prevedeni so zvyraznenim jeho hran dseckami bielej farby.

e) Zobrazenie iba vrcholov telesa (vietkych).

f) Zobrazenie vrcholov telesa viditelnych v prislusnej projekcii.

g) Schlegelov diagram zostrojeny z prislusného telesa.

h) Siete jednotlivych telies v statickej podobe.

i) Siete jednotlivych telies v dynamickej podobe, t.j. plynulé rozvinutie stien telesa do roviny (obr.
2a, 2b, 3a, 3b).



Acta Facultatis Paedagogicae Universitatis Tyrnaviensis, Séria C, 2011, rocnik 15, str. 3 —10 9

j) Plynuld animaciu zobrazeného mnohostena do [ubovolnej polohy k priemetni.

k) Zvolit jednu alebo niekolko farieb z bohatej ponuky.

[) Vytlaéit pomocou tladiarne zobrazené teleso v pozadovanej polohe vratane siete a nazvu (¢asto
velmi komplikovaného).

6 Dipyramidy a deltoédry v netradicnych alohach

Opis mozZnosti vyuzitia programu Poly je uZ v tejto modifikacii natolko insSpirativny, Ze sa d4 vnimat
jednak ako nducény vo svojom obsahu azaroven aplikaény v poskytovanych mozZnostiach
kombinovaného vyuzitia pri zobrazovani netradi¢nych typov telies a ich Casti.

V kontexte vyssie uvedenych poznatkov o niektorych hranatych telesach si pouzivatel si ma moznost
vS§imnut vyznamnu vlastnost telies typu dipyramidy a deltoédry, ktoré sa daju pri ich zobrazovani
vhodne vyuzit.

Dipyramidy su dudline telesd k hranolom, deltoédry su dudline telesd k antihranolom.

Ak sme uviedli, Ze so znalostou urcitej hladiny poznatkov z volného rovnobezného zobrazenia vieme
lahko zobrazit pravidelny trojboky, Stvorboky, patboky, Sestboky hranol, tak vysSie nadrtnutou
metddou vieme do tychto hranolov vpisat prislusné typy dipyramid. V pripade, Ze chceme vyuzit
kombinovani metédu, teda metddu v ktorej vyuzijeme predtla¢ zobrazenia hranolov v programe
Poly, tak mame 10 pontk telies k dispozicii, navySe vyuZitie dynamickosti produktu vieme zvolit taky
pohlad, aby efekt zobrazenia bol vyrazny, pripadne vieme touto metédou menit naro¢nost danej
ulohy.

Pri ulohach o zobrazeni deltoédrov, ako dualnych telies k antihranolom zistime, Ze ich zobrazenie nie
je nendrocné, ato je asi aj dovod, preco sa antihranoly, a teda ani deltoédry v tradi¢nej skolskej
geometrii takmer nevyskytovali. Je pravdou, Ze siete antihranolov sa zostroja lahko, teda aj modely
tychto telies konStruované napriklad s pomocou geometrického konstrukéného systému Polydron
i Geomag sa lahko ziskaju, tym si viak asi malo pomdzZzeme v ulohe o vyhotoveni modelov deltoédrov,
pripadne v ich zobrazeniach. V tejto problematike sa javi vyuZitie softvéru Poly ako velmi funkcné
a v ramci diferencovaného vyucovania sa Ulohy nacrtnutého typu iste osvedcia. Stavebnica Polydron
neumozriuje zostrojit modely deltoédrov, Geomag vybaveny vhodnymi modelmi S$pecidlnych
deltoidov by mohol byt v tejto veci prospesny.

7 Zaver

Prezentované upriamenie pozornosti na telesd, ktoré sa v Skolskej geometrii takmer nevyskytuju, ma
za ciel poukazat na ich geometrickG krasu, ale aj na ich vyskyt v réznych objektoch technickej,
vedeckej a umeleckej praxe. V pedagogickej ¢innosti sa v sucinnosti s u¢ivom o Specidlnych typoch
mnohostenov sa vyskytuje rad didaktickych situacii podporujucich tvorivost Ziakov, ale aj poznatkové
obohacovanie realizované diskrétnym sp6sobom, pretozZe rieSitel je postaveny pred problém ako
vyuzit elementdrne, avsak zname, poznatky zo zobrazovacich metdd, vyuZivajic nazornost
a geometrickl predstavivost. Cielavedomé vyuZitie didaktického softvéru obohacuje riesitela
a poskytuje priestor pre jeho raciondlne vyuZzitie smerujuce k ulahceniu a k efektivite prace v podobe
vytvorenych estetickych obrazkov. Ak sme sa vspracovani témy zaoberali podrobnejsie jej
pripravhou castou, nebol to uUnik od problematiky, ale mal to byt akcent na porozumenie
poznatkovych suvislosti a ich vyuZiti pri samostatnom rieseni nacrtnutych uloh, s ktorymi si Sikovny
zZiak, vedeny ucitelom uz poradi v takmer samostatnej ¢innosti.
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Prispevok bol spracovany ako sucast grantového projektu sndzvom ,Manipulaéné a virtudlne
geometrické modelovanie v priprave ucitelov pre primdrne matematické vzdeldvanie” a registracnym
¢islom MS KEGA 028UK-4/2011.
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