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Proposed paper deals with various aspects of harmony that appears in school mathematics. It
brings several useful examples showing harmony and beauty of some mathematical
relationships that can be used in mathematics teaching.
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1 Uvod pre harméniu

Zaujatie matematikou sa da porovnat so zaujmom 0 mytologiu, literaturu alebo hudbu.
Je to jedna z najviastnejsich oblasti cloveka, V nej sa prejavuje ludska podstata, tuzba po
intelektudlnej sfére Zivota, ktord je jednym z prejavov harmonie sveta (H. Weyl, 1885 —
1955). Znamy nemecky filozof Ernst Cassirer (1874 — 1945) sa zaoberal aj
epistemologickymi problémami vo filozofii matematiky. Rad si pripominam jeho myslienku:
Cislo je nastrojom nasho prenikania do prirody a skutocnosti. Priroda ako celok aj so svojimi
Specidalnymi oblastami je — ¢islo a harmonia. Zda sa mi, ze tuto predstavu mozno podporit’ uz
pri vyuCovani Skolskej matematiky. Zacal som sledovat hlbsie pojem harmoénia a jeho
pouzitie. V 48. ro¢niku MO v kategérii Z-9 bola zadana tloha na uréenie dizky priecky
lichobeznika s danymi velkost'ami zékladni, ktord prechadza priese¢nikom jeho uhloprie¢ok
a je rovnobezna so zakladiami. Hl'adana velkost tejto priecky je harmonickym priemerom
vel'kosti oboch zakladni. Nie je to tam explicitne uvedené, atak som vyhladal postupne
prislusné doplnenie. Mozno tym aspon ¢iastoéne naplnim znamy odkaz matematika a filozofa
A.N. Whiteheada (1861 — 1947): Vo veku rozumu nemoéze existovat aktivny zdujem, ktory by
odsunul nabok vsetku nddej na viziu harmonie pravdy. Uspokojit' sa s rozporom znamend
narusit uprimnost’ a mordlnu cistotu. Patri k sebaucte intelektu, aby sledoval kazdé zauzlenie
v mysleni az do konecného rozuzlenia.

2 K pojmu harmoénia

Harmonia znamena (z gréckeho harma) spojenie pevného s pohyblivym, stilad, stizvuk,
suhra, zladenie, vyrovnanost, stimernost’ cCasti a celku, proporcionalita. Znamend to aj
rovnaké Ciselné pomery (napriklad spajanie, vyznam I pouzitie akordov v hudobnej skladbe),
vyraz zakonitosti a miery vo svete, protiklad chaosu (organizovanost’), bezkonfliktna jednota
doplnujucich sa protikladov.

3 Z gréckych dejin

Pytagorovci, filozofické spolocenstvo a bratstvo nasledovnikov Pytagora (asi 582 — 497
pred n. 1), sa okrem iného zaoberali aj preniknutim do tajomstva Cisiel a otdzok harmonie.
Mozno ako prvi v historii zacali chapat’ prirodzené Cisla ako abstraktné entity, ktoré samé
0 sebe charakterizuju pri¢inny svet javov [3]. Objavili harmonické postupnosti v témach
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hudobne;j stupnice (oktava: pomer 1:2 pri dizkach strun, kvinta 2:3, kvarta 3:4). Vytvorili
moznu charakteristiku vSetkych veci a javov v povahe pomerov &isiel, to dnes znamena, ze
zékladné sily vesmiru mozno vyjadrit’ jazykom matematiky.

Uz Archytas z Tarentu (asi 428 — 365 pred n. 1.) uvadzal niekol’ko typov strednych veli¢in —
priemerov a medzi nimi aj aritmeticky, geometricky a harmonicky priemer.

Ak bola dana trojica kladnych ¢isiel a> b > c, tak harmonicky priemer bol dany ako

a-b a L 2-a-C
—— =—; ztoho vyplyva, ze b = :
b-c ¢ a+c
Poznamka. Aj dnes je harmonicky priemer Cisiel a, ¢ zadefinovany tiez ako prevratena
. . . o o 2-a-c
hodnota aritmetického priemeru prevratenych hodnoét a, ¢, teda 1 1- .
a+cC
— _l’_ —

a C

Aristoteles (384 — 322 pred n. 1.) vo svojej Metafyzike uviedol, ze pytagorovci si to
predstavovali takto: Celé nebo je harmonia a cislo.

4 DneSny zapis

V sucasnosti moézeme harmonicky priemer chapat a vysvetlit’ aj takto:
Ak prvé je p, posledné r, tak pre prostredné s (S uvedenou vlastnost’ou) bude platit’
(pozri Obr.1)

0 p S r
Obr. 1
S—-p r-s
pr
teda sr—pr = pr—ps
s(r+p) =2pr
2-p-r
p+r

a to je prave harmonicky priemer Cisel p, 1.

5 Matematicka definicia

V odbornej literatiire najdeme aj tento pristup:

Nech su dané na priamke dva rézne body A, B abod X # B. Pomer usporiadanej trojice
bodov A, B, X je definovany ako ¢islo A(ABX) = + |AX]|/|BX|.
Ak je X vonkajsim bodom usecky AB, alebo X = A, plati znamienko + ; ak X je vnatornym
bodom usecky AB plati znamienko — .

Nech st dané na priamke dva rozne body A, B abod X, X# B abod Y, Y# B.
Dvojpomer usporiadanej Stvorice bodov A, B, X, Y je ¢islo 6(ABXY) =X (ABX)/ A (ABY).

Usporiadanu $tvoricu bodov, ktorych dvojpomer sa rovna —1 nazyvame harmonicka
Stvorica bodov (body X, Y st harmonicky zdruzené vzhl'adom na body A, B).

Ak pre harmonicku $tvoricu bodov ABXO oznac¢ime |OA|=a, OB |=b, 0X|=x,
tak (podl'a Obr. 2) dostaneme:
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b Obr. 2
_1-5eBx0 = 2 fBX
-~ 14BO _
X x-a”
LB e
|AO| a
I | a
Bo] b
. bx-a_
amb—x_
ab—ax=Dbx—ab
2ab = ax +bx
_ 2ab
a+b’
. 2 2
aleaj x=—=-_ =
X221 1
- i_‘_i
ab a
Pre nenulové Cisla a, b vyraz x = P t).a x= [ nazyvame harmonicky priemer
a-+ .t
a b

Cisiel a, b (prevratena hodnota aritmetického priemeru prevratenych hodnét).
Vseobecnejsie: harmonicky priemer kladnych Cisiel X1, X2, ..., Xn Je€
B n
'xharm. - 1 1 1

— .t
X, X, X

n

Harmonicky rad je nekonecny rad, v ktorom kazdy jeho ¢len (okrem prvého) je
harmonickym priemerom oboch svojich susednych ¢lenov, napr. rad, ktorého n-ty ¢len
g 1 . . .
a, = 1 , L. % = 1+%+%+ 1 +—+... tento rad je divergentny, jeho sucet je + oo, lebo
n =1
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N—0

Ale y = Iim[1+%+%+...+l— In n] =0,5772156649...

n
Poznamka. Cislo 7 sa nazyva aj Eulerova, resp. Euler-Mascheroniho kenstanta, o0 ktorej sa
nevie, ¢i je Cislom raciondlnym alebo iraciondlnym. Tuto konstantu vSak treba odlisit

od znameho Eulerovho ¢sla, ktoré je definované: e = Iim[l+ 1) =2,718281828459045...

N—o0 n

a je zakladom prirodzenych logaritmov.
k+1

Rad Z «l Ao 1- 1 + 1 % +... nazyvame anharmonickym radom,

— . n 2 3
konverguje a ma sucet In 2.

o0

6 Nasa sucasnost’

Naozaj by bolo by zaujimavé vediet’, s akou uspesnost'ou vyriesia nasi ziaci ulohu: Aka je

priemerna rychlost’ vozidla, ktoré prejde trat’® rychlostou 60 km/h avracia sa
po rovnakej trase rychlostou 40 km/h? Dozvedia sa, Ze sa vtejto ulohe uplatiiuje
harmonicky priemer? MoZno by sa nemalo vyskytovat' v naSich zdkladnych a strednych
Skolach to, aby sa Studenti nestretli s pojmom harménia, ale ani to, aby nepoznali, ¢o
nazyvame harmonicky priemer (harmonicky stred).
Profesor Petr Vopénka sa vo svojom ¢lanku Rozpravy s geometrii (Praha: Panorama, 1989)
vyjadril: V geometrickom svete sa krasa stretla s pravdou... Je mozné, Ze do geometrického
sveta neprisla krdasa za pravdou, ale pravda za krdsou... Kde bude videnad pravda, tam bude
hladand aj krasa a naopak.

7 Jednoduché tlohy, v ktorych sa vyskytuje harmonicky priemer

e Aka je priemerna rychlost’ vozidla, ktoré prejde trat’ rychlostou 60 km/h avracia sa
po rovnakej trase rychlostou 40 km/h.

e Ukazte, ze velkost priecky lichobeznika, ktora prechadza priese¢nikom jeho uhlopriecok
a je rovnobezna so zakladiami, je harmonickym priemerom vel'kosti jeho zékladni.

e Vypocitajte vel'kost’ vySky zrezaného rota¢ného kuzel’a, ak vel'kost’ obsahu jeho plasta je
suctom velkosti obsahov jeho podstav (s polomermi R ar).

e Ukazte, ze ak n! (pre kazdé neN) postupne vydelime cislami 1, 2, 3, ..., n-1, n
dostaneme harmonicki postupnost’.

e Znazornite a oddvodnite vztah medzi aritmetickym, geometrickym a harmonickym

priemerom dvoch kladnych realnych ¢isiel a, b: 2:a bb <Jab<? er b :
a—+




Acta Fac. Paed. Univ. Tyrnaviensis, Ser. C, 2010, no. 14, pp. 40-48 44

7.1 Priemerna rychlost’ je harmonickym priemerom

Uloha: Aka je priemerné rychlost’ vozidla, ktoré prejde trat’ rychlostou 60 km/h a vracia sa
po rovnakej trase rychlostou 40 km/h.

m+n

RieSenie: Priemer dvoch Cisel m, n pocitame ako

m+n

nazyvame aritmeticky priemer ¢isel m, n.

Ak sa vam vSak zda, ze priemerna rychlost’ z danej ulohy je 50 km/h, tak sa mylite.

Priemerna rychlost’ vo fyzike je podiel celkovej drahy ku spotrebovanému casu.

Teda:
tam............ drahas ... rychlost vi=60 km/h ............ cas t1
spat............ drahas ... rychlost’ v, =40 km/h ............. cas to
celkova draha 2-s .............. FYCRIOSEN i, cas t1+1

- - 2 2
priemerna rychlost: V= , pouprave: V = S _ e _20s 48 km/h.

o+t s s B 5
60 40 120

V matematike mame zavedeny aj harmonicky priemer a, b (a, b € R") ako

2ab e : T A
= —— (prevratend hodnota aritmetického priemeru prevratenych hodnot).

atb 1.1
a b
Potom vidime, Ze priemerna rychlost’ pohybu po tej istej trase dvomi réznymi rychlostami je
harmonickym priemerom oboch rychlosti V= 2 T
VoV,

7.2 Uvidiet’ harmonicky priemer

Uloha: Ukéazte, e velkost priecky lichobeznika, ktora prechadza prieseénikom jeho
uhlopriecok a je rovnobeznd so zdkladiiami, je harmonickym priemerom velkosti oboch jeho
zakladni.

RieSenie:
Ozna¢me patriéné body ako na obr. 3, kde |AB|=a, |CD|=c.

D C

A obr. 3 B
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Trojuholniky ABT a CDT su podobné (podla vety uu, rovnobezky pretaté prieCkou —
striedavé uhly). Potom plati |AT|:[TC|=a:c, t.]. ‘T C|= E-‘AT|.
a

Trojuholniky TFC a ABC su tiez podobné (podl'a vety uu) s koeficientom podobnosti

[rc| [rF| _[re]
Teda mozeme vyjadrit ‘AB|

|acl 8|’ |aci
tlj-‘TF|:E“AT|-‘AB|: c|AT|  cfAT] ¢ _ac

a‘AT|+‘TC| \AT|+\TC| ‘AT|+C-\AT| 1+Z a+c

a

Podobne pre trojuholniky TEA a CDA s koeficientom podobnosti “A—q = “E_-l(;|| plati
‘ET|:C-‘AT|_ c-|[AT|  c|AT| ¢ a-c

[Acl _Mﬂ+hC(WAH+CWKH_1+C_a+C.
a a

2

Potom plati |EF|=|ET| + |TF|=2- ac . a to je harmonicky priemer a, C.
a+c

1 1
7+i
a ¢

7.3 Kuzel’ a harmonicky priemer
Uloha: Vypogitajte velkost vysky zrezaného rotaéného
kuzel’a, ak velkost’ obsahu jeho plasta je suctom velkosti
obsahov jeho podstav (s polomermi Rar).
RieSenie:
Vieme, Ze velkost’ obsahu plasta zrezaného rotacného kuzela
je dany vzt'ahom

S,=7- R+r s, kde s=v2+ R-rZ.

Sticet velkosti podstavje S, =7+ R? +r?
Potom podl'a zadania Glohy plati S; =S, ateda aj

R+r V2 + R—r =R?+r2 P

Z

R+r’ v+ R—r’ = R%+r?

2z
Vies————-R-r~

z
LS R-r’ R+r’
R+r’

z z
, RP4r2 - R*-r?

Rir’
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,  RP4r?+R*—r? R24r2-R%+r?

\Y

R+r’
VZ__Z-RZ-Z-r2
R+rf
2-R-r
V=
R+r

ato znamena, ze vySka takto pozadovaného zrezaného rotacného kuzela je harmonickym
priemerom vel'kosti polomerov prislusnych podstav.

7.4 Harménia aj s faktorialom

Uloha: Ukazte, ze ak n! (pre kazdé ne N) postupne vydelime &islami 1, 2, 3, ..., n—1,
n dostaneme harmonicku postupnost’.
Riesenie: Postupnost’ {ax},_, je harmonicka, ak pre kazdé ke {2, ..., n—1} plati:

— 2'akfl'ak+l sooX : : Iq : :e
a, = ——— (k-ty ¢len je harmonickym priemerom svojich susedov).
a'k—l + a'k+l
Pre nas pripad je a, = % ke{l, 2, ...,n-1,n};
! !
2 ntnl
ukazeme, Ze E:&, pre kazdé ke {2, ..., n-1}.
n! ot onb n!
k-1 k+1
Upravujeme pravu stranu:
5. Nt nl 5. ntn! _
k-1 k4+1 -1 - k+1~_2-n!-n!_£!
nt . n ntk+l+k-1  nlek _ K
k-1 k-+1 k-1 - &k+1

Napriklad pre n= 6 plati: 6!/1, 6!/2, 6!/3, 6!/4, 6!/5, 6!/6, t.j. 720, 360, 240, 180, 144, 120.
Tato postupnost’ spiiia definiciu harmonickej postupnosti.

Ukézali sme, Ze kazdy c¢len spominanej postupnosti (okrem prvého aposledného) je
harmonickym priemerom svojich susedov ato znamend, Ze spominand postupnost’ je
harmonicka.

7.5 Geometrické znazornenie znamych priemerov

Uloha: Znazornite a odovodnite vztah medzi aritmetick}’/m geometrickym a harmonickym

< /—<a+b

priemerom dvoch kladnych redlnych Eisiel:

RieSenie:
Vieme, Ze: x_:a”” x, =ab, x,= 2 _2ab
“ 2 o 1 1 a+b

7+7

a b

Lahko ukaZzeme, Ze ¥ a, b € R + plati: (a—b)* >0,
a’?—2ab+b?=0/+4ab
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Mame @+ bf >4ab, ateda |a+ b| >2+/ab, ¢o pre kladné ¢isla a,bznamena, ze
Jab <@ ateda X, $X, .

2
Podobne: Pre ¥ a, b € R” plati:
«-b’>0

a®*—-2ab+b®>0/ab
a’b-2a’b® +ab® > 0/+4a’b?
a’b+2a’b* +ab® > 4a’b?

ab. &2 +2ab+b® >4a%? /¥
Jab. «+b > 2ab

Ja+b > 2ab

a-+b

teda X_h < g .Tieto vztahy méZeme aj zndzornit™:
Aritmeticky priemer z (a, b) je polovicou stétu a+ b, tj. (a + b)/2, graficky polovicou
tisecky zlozenej z dvoch usediek dizky a,b. Geometricky priemer Z(a, b) je druhou

odmocninou sucinu velkosti @, b, tedava-b, tam vyuzijeme predstavu z Euklidovej vety

0 vyske. Pre harmonicky priemer ziskame predstavu usecky TA dizky vyuzitim

rovnol'ahlosti v dolu uvedenom obrazku
(tam plati |PS| = V(a-b) = [MA|; K =PR ~nAB, T =PK ~nMA):

k (S, (a +b)/2)

Z podobnosti (rovnolahlosti) trojuholnikov KAT a KSP, trojuholnikov KAM a KSR plati:

TA_[MA
ISPl [sRI
po tprave tohto vyrazu dostaneme
x Ja-b
Ja-b a+b
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2-a-b
X =
a+b
Aj geometricky sme znazornili, ze pre kazdé dve kladné realne ¢isla a, b plati:

2-3.-b£\/ﬁS a+b
a+b 2

=|TA|.

a to znamena, ze

Xy < Xy <X, |

8 Vnimavost’ pre harmoniu

Pomerne znamymi propor¢nymi pomermi z oblasti vytvarnej
kultary st brdana harmonie — ianua harmoniae (pomer velkosti
strany $tvorca k velkosti jeho uhlopriecky) a zlaty rez — sectio aurea
(pomer, v ktorom je dana tusecka rozdelena na dve Casti tak, Ze
pomer vel'kosti mensej Casti k vel'kosti vacsej je zhodny s pomerom
velkosti vidcSej casti k velkosti celej usecky). Doslednejsie
pochopenie aj tu spominanej harmonie, ndm naznacuje nielen hlbsie
historické korene matematickych pojmov [1], [2], [5], ale aj ich
zdovodnenejSie vysvetlovanie V priebehu vyucovania Skolskej matematiky a pripadné
pouzivanie v aplikovanych matematickych odboroch. Vnimanie harmoénie nie je len
estetickym alebo hudobnym citenim, ale mozno aj pomerne exaktnym zddvodnenim
matematicky zavedenych uZzito¢nych zakladnych pojmov. Na svete neexistuje takd veda, ktora
dava do pohybu tolko harmonie ako matematika. Vtipnym muzom, ktory predvidal 0zasnu
prakticka pouzitel'nost’ [4] mnohych matematickych disciplin, bol James J. Sylvester (1814 —
1897), anglicky matematik, stelesnend predstava toho, kto Zije medzi idedlnymi cislami,
vysoko nad problémami vSedného dia. Svet ndpadov, ktory matematika obsahuje, je oslavou
bozskej krdsy. Sposob, akym matematika spaja vsetky svoje casti, je nekonecny poriadok
a absolutny dokaz pravdy, ktorou sa zaoberd. Zusl'achtovanie naSho myslenia matematickou
kultirou je prilezitost pre odhalovanie skrytej harmonie, vymozenost' pre stile hlbsie,
spravnejSie a UplnejSie poznanie abstraktnych suvislosti, intuitivny dotyk s mohutnostou
Toho, ktory je nevyhnutna podstata, prva pri¢ina i veény zmysel.

Vo svojich motivaénych zapiskoch zistujem, ze ¢esky matematik Z. Frolik (1933 — 1989)
sa vyjadril aj takto: Krdsa matematiky spociva v jej harmonii. A nachadzanie harmonie je ...
tym najhlbsim zdrojom uspokojenia. Je to krasa vnimatelna a vanimanie tejto krdasy moze dat
cloveku napln Zivota. Tuto krdasu moze clovek iba vnimat — a vobec ju nemusi vytvarat. Skoro
Ziadny matematikar na gymndaziu vedecky nepracuje, ale kazdy by mal mat pre krdsu
matematiky vyvinutu vnimavost. Nezanedbatenym impulzom pre ucitelov matematiky
V naznacovani krasy i harmoénie v Skolskej matematike by mohlo byt systematické vytvaranie
doplnkovych stru¢nych ucebnych a popularno-vedeckych textov z primeranej matematickej
problematiky aj s historicko-kultirnym pozadim doby a osudmi l'udi, ktori ju tvorili. Ich
pravidelné publikovanie by uréite aspon potesilo ucitel'ov aj ich ziakov.
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