Binomické a normálne rozdelenie

V tejto podkapitole sa oboznámime s binomickým a normálnym rozdelením. Začneme nasledujúcou úlohou.

Úloha:

Aká je pravdepodobnosť, že žiak, ktorý sa vôbec neučil, získa v teste obsahujúcom 20 otázok s výberom odpovede z troch možností 10 bodov (ak za každú správnu odpoveď získa 1 bod)?

Pred jej riešením si najprv vysvetlíme Bernoulliho schému, ktorá je matematickým nástrojom na riešenie takýchto úloh.

Bernoulliho schéma

Predpokladajme, že pravdepodobnosť určitého javu A je p. Bernoulliho schéma dáva návod, ako určiť pravdepodobnosť toho, že pri n opakovaniach pokusu nastane jav A práve k-krát. 

Túto pravdepodobnosť vypočítame podľa vzorca 
[image: image43.wmf]Binomické rozdelenie
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Vráťme sa teraz k riešeniu úlohy „Aká je pravdepodobnosť, že žiak, ktorý sa vôbec neučil, získa v teste obsahujúcom 20 otázok s výberom odpovede z troch možností 10 bodov?“

Náhodný jav A znamená, že pri odpovedi na otázku uhádne správnu možnosť. Pretože možnosti sú tri, je pravdepodobnosť javu A jedna tretina, teda 
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. Celkový počet otázok je počtom opakovaní pokusu, teda n=20. Napokon, zaujíma nás pravdepodobnosť, že jav A nastane desaťkrát, teda k=10. Po dosadení do vzorca (spôsob jeho výpočtu nie je pre nás v tomto kurze dôležitý) dostaneme 
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Pravdepodobnosť, že žiak, ktorý sa vôbec neučil, získa v teste obsahujúcom 20 otázok s výberom odpovede z troch možností 10 bodov, je približne 5,4%.

Aby sme nemuseli počítať tento zložitý vzorec, použijeme v Exceli funkciu BINOMDIST. Po jej zvolení sa objaví nasledujúce okno.
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Do 1. okienka zadáme, koľkokrát má nastať jav A, v našom prípade 10. 

Do 2. okienka zadáme celkový počet opakovaní pokusu, v našom prípade 20. 

Do 3. okienka zadáme, aká je pravdepodobnosť, že nastane jav A, v našom prípade 1/3.
Do 4. okienka zadáme nulu. (Ak by sme tu zadali jednotku, zistili by sme, aká je pravdepodobnosť, že jav A nastane najviac desaťkrát.) 

Vidíme, že pravdepodobnosť, že žiak, ktorý sa vôbec neučil, získa v teste obsahujúcom 20 otázok s výberom odpovede z troch možností 10 bodov, je približne 0,054, teda 5,4%.

Teraz si predchádzajúcu úlohu trošku zovšeobecníme.

Úloha:

Vypočítajte pravdepodobnosti, že žiak, ktorý sa vôbec neučil, získa v teste obsahujúcom 20 otázok s výberom odpovede z troch možností 0, 1, 2, ... , 20 bodov. Údaje zobrazte vo forme tabuľky, histogramu a polygónu početnosti.

Najskôr si zostavíme nasledujúcu tabuľku:

	Počet správnych odpovedí
	Pravdepodobnosť
	Počet správnych odpovedí
	Pravdepodobnosť

	0
	 
	11
	 

	1
	 
	12
	 

	2
	 
	13
	

	3
	 
	14
	 

	4
	 
	15
	 

	5
	 
	16
	 

	6
	 
	17
	 

	7
	 
	18
	 

	8
	 
	19
	 

	9
	 
	20
	 

	10
	 
	
	 


Potom ju vypočítame pomocou programu Excel. Postup na znázornený na video1.

	Počet správnych odpovedí
	Pravdepodobnosť
	Počet správnych odpovedí
	Pravdepodobnosť

	0
	0,03%
	11
	2,47%

	1
	0,30%
	12
	0,92%

	2
	1,43%
	13
	0,28%

	3
	4,29%
	14
	0,07%

	4
	9,11%
	15
	0,01%

	5
	14,57%
	16
	0,00%

	6
	18,21%
	17
	0,00%

	7
	18,21%
	18
	0,00%

	8
	14,80%
	19
	0,00%

	9
	9,87%
	20
	0,00%

	10
	5,43%
	
	 


Napokon zostrojíme histogram a polygón početnosti. Postup výroby histogramu je  znázornený na video2. 
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Postup výroby polygónu početnosti je znázornený na video3.

[image: image32.wmf]Histogram rozdelenia pravdepodobnosti
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Úloha:

Vypočítajte pravdepodobnosti, že žiak, ktorý sa vôbec neučil, získa v teste obsahujúcom 12 otázok s výberom odpovede zo štyroch možností 0, 1, 2, ... , 12 bodov. Údaje zobrazte vo forme tabuľky, histogramu a polygónu početnosti.

[image: image33.wmf]Polygón početnosti pre pravdepodobnosť
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Riešenie: Postup je znázornený na video4.

	Počet správnych odpovedí
	Pravdepodobnosť

	0
	3,17%

	1
	12,67%

	2
	23,23%

	3
	25,81%

	4
	19,36%

	5
	10,32%

	6
	4,01%

	7
	1,15%

	8
	0,24%

	9
	0,04%

	10
	0,00%

	11
	0,00%

	12
	0,00%


po kliknutí sa histogram zmení na polygón početnosti 

[image: image34.wmf]Histogram

0%

5%

10%

15%

20%

25%

30%

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

počet správnych odpovedí

pravdepodobnosť


V predchádzajúcich dvoch úlohách sme si mohli všimnúť, že vytvorené histogramy, resp. polygóny početnosti sa veľmi podobajú. Riešenie oboch úloh bolo podobné, ibaže sme menili dva parametre: počet pokusov a pravdepodobnosť úspechu pri pokuse.

Teraz sa podrobnejšie oboznámime s binomickým rozdelením. Najskôr niekoľko pojmov.

Náhodné veličiny, ktoré môžu nadobudnúť konečný alebo spočítateľný počet hodnôt, nazývame diskrétnymi.

Náhodné veličiny, ktoré môžu nadobudnúť nespočítateľný počet hodnôt, nazývame spojitými.

Príkladom diskrétnej náhodnej veličiny je napríklad počet bodov v teste s 20 otázkami s výberom odpovedí z troch možností, pretože každý žiak môže získať 0, 1, 2, ..., 20 bodov, teda jednu z 21 možných hodnôt pre celkový výsledok testu.

Príkladom spojitej náhodnej veličiny je napríklad výška žiaka, pretože môže nadobudnúť akúkoľvek hodnotu z intervalu napríklad od 0 do 300 cm. (To, že my pri meraní zaokrúhľujeme, nie je podstatné.)

Ak priradíme každej hodnote náhodnej premennej jej pravdepodobnosť tak, ako sme to urobili napríklad v nasledujúcej tabuľke, dostaneme rozdelenie náhodnej premennej. 

V tejto tabuľke sa však nejedná o empirické rozdelenie (dané určitým meraním), ale hodnoty pravdepodobnosti boli teoreticky vypočítané. Ide o teoretické rozdelenie.

	Počet správnych odpovedí
	Pravdepodobnosť

	0
	3,17%

	1
	12,67%

	2
	23,23%

	3
	25,81%

	4
	19,36%

	5
	10,32%

	6
	4,01%

	7
	1,15%

	8
	0,24%

	9
	0,04%

	10
	0,00%

	11
	0,00%

	12
	0,00%


Vráťme sa teraz k obom predchádzajúcim úlohám. V oboch úlohách sme uvažovali n pokusov        (v prvej úlohe 20, v druhej 12), v ktorých jav A „žiak uhádol správnu odpoveď“ nastáva nezávisle s pravdepodobnosťou p (v prvej úlohe jedna tretina, v druhej jedna štvrtina). Úlohy sa teda líšili v dvoch parametroch: počte pokusov a pravdepodobnosti uhádnutia správnej odpovede.

Nech náhodná premenná X udáva počet pokusov, pri ktorých nastane jav A. Zrejme X je diskrétna premenná, ktorá nadobúda hodnoty 0, 1, 2, ..., n.

Binomické rozdelenie s n pokusmi a pravdepodobnosťou p označíme 
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. Každé binomické rozdelenie je teda jednoznačne určené hodnotami dvoch parametrov n a p.

Rovnako ako pri empirických rozdeleniach, aj pri binomickom rozdelení počítame aritmetický priemer a smerodajnú odchýlku. Nazývame ich parametre a označujeme ich  a .

Aritmetický priemer binomického rozdelenia 
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 vypočítame podľa vzorca 
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Smerodajnú odchýlku binomického rozdelenia 
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Úloha:

Vypočítajte aritmetický priemer a smerodajnú odchýlku pre rozdelenie 
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Riešenie:

Aritmetický priemer binomického rozdelenia 
[image: image11.wmf](
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 vypočítame podľa vzorca 
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V našom prípade 
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Smerodajnú odchýlku binomického rozdelenia 
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Histogram pre rozdelenie 
[image: image19.wmf]÷
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 vyzerá nasledovne a vyrobíme ho podobne ako histogramy v predchádzajúcich dvoch úlohách. Všimnime si, že najväčšia hodnota v histograme zodpovedá číslu 5, čo je [image: image35.wmf]Polygón početnosti
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aritmetický priemer rozdelenia 
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ø

ö

ç

è

æ

2

1

10

B

.

Úloha:

Vypočítajte aritmetický priemer a smerodajnú odchýlku pre rozdelenie 
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. Znázornite príslušný histogram. 

Riešenie:

po kliknutí

Aritmetický priemer binomického rozdelenia 
[image: image22.wmf](
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V našom prípade 
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Smerodajnú odchýlku binomického rozdelenia 
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po kliknutí

Histogram pre rozdelenie 
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 vyzerá nasledovne a vyrobíme ho podobne ako histogramy v predchádzajúcich dvoch úlohách. Všimnime si, že najväčšia hodnota v histograme zodpovedá číslu 10, čo je aritmetický priemer rozdelenia 
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[image: image36.wmf]Binomické rozdelenie
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Z histogramov binomického rozdelenia vidíme, že čím je počet stĺpcov vyšší, tým menšie sú rozdiely medzi stĺpcami a histogram sa stáva „hladším“. Najvyšší stĺpec zodpovedá aritmetickému priemeru binomického rozdelenia a smerom vľavo aj vpravo výška stĺpcov postupne klesá.

Podobne je to aj s polygónom početnosti.

Teraz sa oboznámime s normálnym rozdelením.
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[image: image37.wmf]Binomické rozdelenie
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[image: image38.wmf]Histogram rozdelenia pravdepodobnosti
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[image: image39.wmf]Polygón početnosti pre pravdepodobnosť
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[image: image40.wmf]Histogram
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[image: image41.wmf]Polygón početnosti
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[image: image42.wmf]Binomické rozdelenie
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Bernoulliho schéma

		Počet zodpovedaných otázok		Pravdepodobnosť

		0		0.000301

		1		0.003007

		2		0.014285

		3		0.042854

		4		0.091064

		5		0.145703

		6		0.182129

		7		0.182129

		8		0.147980

		9		0.098653

		10		0.054259

		11		0.024663

		12		0.009249

		13		0.002846

		14		0.000711

		15		0.000142

		16		0.000022

		17		0.000003

		18		0.000000

		19		0.000000

		20		0.000000

		spolu:		1
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binomické rozdelenie

		

		X		P(X)

		0		0.0009765625

		1		0.009765625

		2		0.0439453125

		3		0.1171875

		4		0.205078125

		5		0.24609375

		6		0.205078125

		7		0.1171875

		8		0.0439453125

		9		0.009765625

		10		0.0009765625

		X		P(X)

		0		0.000027

		1		0.000295

		2		0.001623

		3		0.005892

		4		0.015875

		5		0.033866

		6		0.059579

		7		0.088895

		8		0.114823

		9		0.130416

		10		0.131865

		11		0.119878

		12		0.098788

		13		0.074302

		14		0.051304

		15		0.032682

		16		0.019292

		17		0.010592

		18		0.005427

		19		0.002602

		20		0.001171

		21		0.000496

		22		0.000198

		23		0.000075

		24		0.000027

		25		0.000009

		26		0.000003

		27		0.000001

		28		0.000000

		29		0.000000

		30		0.000000

		31		0.000000

		32		0.000000

		33		0.000000

		34		0.000000

		35		0.000000

		36		0.000000

		37		0.000000

		38		0.000000

		39		0.000000

		40		0.000000

		41		0.000000

		42		0.000000

		43		0.000000

		44		0.000000

		45		0.000000

		46		0.000000

		47		0.000000

		48		0.000000

		49		0.000000

		50		0.000000

		51		0.000000

		52		0.000000

		53		0.000000

		54		0.000000

		55		0.000000

		56		0.000000

		57		0.000000

		58		0.000000

		59		0.000000

		60		0.000000

		61		0.000000

		62		0.000000

		63		0.000000

		64		0.000000

		65		0.000000

		66		0.000000

		67		0.000000

		68		0.000000

		69		0.000000

		70		0.000000

		71		0.000000

		72		0.000000

		73		0.000000

		74		0.000000

		75		0.000000

		76		0.000000

		77		0.000000

		78		0.000000

		79		0.000000

		80		0.000000

		81		0.000000

		82		0.000000

		83		0.000000

		84		0.000000

		85		0.000000

		86		0.000000

		87		0.000000

		88		0.000000

		89		0.000000

		90		0.000000

		91		0.000000

		92		0.000000

		93		0.000000

		94		0.000000

		95		0.000000

		96		0.000000

		97		0.000000

		98		0.000000

		99		0.000000

		100		0.000000
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normované Gaussovo rozdelenie

		N(2;1)

		x		f(x)		F(x)

		-2		0.000134		0.000032

		-1.9		0.000199		0.000048

		-1.8		0.000292		0.000072

		-1.7		0.000425		0.000108

		-1.6		0.000612		0.000159

		-1.5		0.000873		0.000233

		-1.4		0.001232		0.000337

		-1.3		0.001723		0.000483

		-1.2		0.002384		0.000687

		-1.1		0.003267		0.000968

		-1		0.004432		0.001350

		-0.9		0.005953		0.001866

		-0.8		0.007915		0.002555

		-0.7		0.010421		0.003467

		-0.6		0.013583		0.004661

		-0.5		0.017528		0.006210

		-0.4		0.022395		0.008198

		-0.3		0.028327		0.010724

		-0.2		0.035475		0.013903

		-0.1		0.043984		0.017864

		0		0.053991		0.022750

		0.1		0.065616		0.028716

		0.2		0.078950		0.035930

		0.3		0.094049		0.044565

		0.4		0.110921		0.054799

		0.5		0.129518		0.066807

		0.6		0.149727		0.080757

		0.7		0.171369		0.096801

		0.8		0.194186		0.115070

		0.9		0.217852		0.135666

		1		0.241971		0.158655

		1.1		0.266085		0.184060

		1.2		0.289692		0.211855

		1.3		0.312254		0.241964

		1.4		0.333225		0.274253

		1.5		0.352065		0.308538

		1.6		0.368270		0.344578

		1.7		0.381388		0.382089

		1.8		0.391043		0.420740

		1.9		0.396953		0.460172

		2		0.398942		0.500000

		2.1		0.396953		0.539828

		2.2		0.391043		0.579260

		2.3		0.381388		0.617911

		2.4		0.368270		0.655422

		2.5		0.352065		0.691462

		2.6		0.333225		0.725747

		2.7		0.312254		0.758036

		2.8		0.289692		0.788145

		2.9		0.266085		0.815940

		3		0.241971		0.841345

		3.1		0.217852		0.864334

		3.2		0.194186		0.884930

		3.3		0.171369		0.903199

		3.4		0.149727		0.919243

		3.5		0.129518		0.933193

		3.6		0.110921		0.945201

		3.7		0.094049		0.955435

		3.8		0.078950		0.964070

		3.9		0.065616		0.971284

		4		0.053991		0.977250

		4.1		0.043984		0.982136

		4.2		0.035475		0.986097

		4.3		0.028327		0.989276

		4.4		0.022395		0.991802

		4.5		0.017528		0.993790

		4.6		0.013583		0.995339

		4.7		0.010421		0.996533

		4.8		0.007915		0.997445

		4.9		0.005953		0.998134

		5		0.004432		0.998650

		5.1		0.003267		0.999032

		5.2		0.002384		0.999313

		5.3		0.001723		0.999517

		5.4		0.001232		0.999663

		5.5		0.000873		0.999767

		5.6		0.000612		0.999841

		5.7		0.000425		0.999892

		5.8		0.000292		0.999928

		5.9		0.000199		0.999952

		6		0.000134		0.999968
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		x		f(x)		F(x)

		-4		0.000134		0.000032

		-3.9		0.000199		0.000048

		-3.8		0.000292		0.000072

		-3.7		0.000425		0.000108

		-3.6		0.000612		0.000159

		-3.5		0.000873		0.000233

		-3.4		0.001232		0.000337

		-3.3		0.001723		0.000483

		-3.2		0.002384		0.000687

		-3.1		0.003267		0.000968

		-3		0.004432		0.001350

		-2.9		0.005953		0.001866

		-2.8		0.007915		0.002555

		-2.7		0.010421		0.003467

		-2.6		0.013583		0.004661

		-2.5		0.017528		0.006210

		-2.4		0.022395		0.008198

		-2.3		0.028327		0.010724

		-2.2		0.035475		0.013903

		-2.1		0.043984		0.017864

		-2		0.053991		0.022750

		-1.9		0.065616		0.028716

		-1.8		0.078950		0.035930

		-1.7		0.094049		0.044565

		-1.6		0.110921		0.054799

		-1.5		0.129518		0.066807

		-1.4		0.149727		0.080757

		-1.3		0.171369		0.096801

		-1.2		0.194186		0.115070

		-1.1		0.217852		0.135666

		-1		0.241971		0.158655

		-0.9		0.266085		0.184060

		-0.8		0.289692		0.211855

		-0.7		0.312254		0.241964

		-0.6		0.333225		0.274253

		-0.5		0.352065		0.308538

		-0.4		0.368270		0.344578

		-0.3		0.381388		0.382089

		-0.2		0.391043		0.420740

		-0.1		0.396953		0.460172

		0		0.398942		0.500000

		0.1		0.396953		0.539828

		0.2		0.391043		0.579260

		0.3		0.381388		0.617911

		0.4		0.368270		0.655422

		0.5		0.352065		0.691462

		0.6		0.333225		0.725747

		0.7		0.312254		0.758036

		0.8		0.289692		0.788145

		0.9		0.266085		0.815940

		1		0.241971		0.841345

		1.1		0.217852		0.864334

		1.2		0.194186		0.884930

		1.3		0.171369		0.903199

		1.4		0.149727		0.919243

		1.5		0.129518		0.933193

		1.6		0.110921		0.945201

		1.7		0.094049		0.955435

		1.8		0.078950		0.964070

		1.9		0.065616		0.971284

		2		0.053991		0.977250

		2.1		0.043984		0.982136

		2.2		0.035475		0.986097

		2.3		0.028327		0.989276

		2.4		0.022395		0.991802

		2.5		0.017528		0.993790

		2.6		0.013583		0.995339

		2.7		0.010421		0.996533

		2.8		0.007915		0.997445

		2.9		0.005953		0.998134

		3		0.004432		0.998650

		3.1		0.003267		0.999032

		3.2		0.002384		0.999313

		3.3		0.001723		0.999517

		3.4		0.001232		0.999663

		3.5		0.000873		0.999767

		3.6		0.000612		0.999841

		3.7		0.000425		0.999892

		3.8		0.000292		0.999928

		3.9		0.000199		0.999952

		4		0.000134		0.999968
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Binomické rozdelenie
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Bernoulliho schéma

		Počet zodpovedaných otázok		Pravdepodobnosť

		0		0.000301

		1		0.003007

		2		0.014285

		3		0.042854

		4		0.091064

		5		0.145703

		6		0.182129

		7		0.182129

		8		0.147980

		9		0.098653

		10		0.054259

		11		0.024663

		12		0.009249

		13		0.002846

		14		0.000711

		15		0.000142

		16		0.000022

		17		0.000003

		18		0.000000

		19		0.000000

		20		0.000000

		spolu:		1
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binomické rozdelenie

		

		X		P(X)

		0		0.0009765625

		1		0.009765625

		2		0.0439453125

		3		0.1171875

		4		0.205078125

		5		0.24609375

		6		0.205078125

		7		0.1171875

		8		0.0439453125

		9		0.009765625

		10		0.0009765625

		X		P(X)

		0		0.000027

		1		0.000295

		2		0.001623

		3		0.005892

		4		0.015875

		5		0.033866

		6		0.059579

		7		0.088895

		8		0.114823

		9		0.130416

		10		0.131865

		11		0.119878

		12		0.098788

		13		0.074302

		14		0.051304

		15		0.032682

		16		0.019292

		17		0.010592

		18		0.005427

		19		0.002602

		20		0.001171

		21		0.000496

		22		0.000198

		23		0.000075

		24		0.000027

		25		0.000009

		26		0.000003

		27		0.000001

		28		0.000000

		29		0.000000

		30		0.000000

		31		0.000000

		32		0.000000

		33		0.000000

		34		0.000000

		35		0.000000

		36		0.000000

		37		0.000000

		38		0.000000

		39		0.000000

		40		0.000000

		41		0.000000

		42		0.000000

		43		0.000000

		44		0.000000

		45		0.000000

		46		0.000000

		47		0.000000

		48		0.000000

		49		0.000000

		50		0.000000

		51		0.000000

		52		0.000000

		53		0.000000

		54		0.000000

		55		0.000000

		56		0.000000

		57		0.000000

		58		0.000000

		59		0.000000

		60		0.000000

		61		0.000000

		62		0.000000

		63		0.000000

		64		0.000000

		65		0.000000

		66		0.000000

		67		0.000000

		68		0.000000

		69		0.000000

		70		0.000000

		71		0.000000

		72		0.000000

		73		0.000000

		74		0.000000

		75		0.000000

		76		0.000000

		77		0.000000

		78		0.000000

		79		0.000000

		80		0.000000

		81		0.000000

		82		0.000000

		83		0.000000

		84		0.000000

		85		0.000000

		86		0.000000

		87		0.000000

		88		0.000000

		89		0.000000

		90		0.000000

		91		0.000000

		92		0.000000

		93		0.000000

		94		0.000000

		95		0.000000

		96		0.000000

		97		0.000000

		98		0.000000

		99		0.000000

		100		0.000000
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normálne rozdelenie
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normované Gaussovo rozdelenie

		N(2;1)

		x		f(x)		F(x)

		-2		0.000134		0.000032

		-1.9		0.000199		0.000048

		-1.8		0.000292		0.000072

		-1.7		0.000425		0.000108

		-1.6		0.000612		0.000159

		-1.5		0.000873		0.000233

		-1.4		0.001232		0.000337

		-1.3		0.001723		0.000483

		-1.2		0.002384		0.000687

		-1.1		0.003267		0.000968
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