Testovanie normality

V tomto module si ukážeme, ako možno otestovať hypotézu, že vybrané údaje pochádzajú z normálne rozdeleného základného súboru. Budeme používať test normality podľa D´Agostina. Tento test používame, keď máme rozsah vzorky väčší ako 30, pričom máme k dispozícii jednotlivé namerané hodnoty (nie intervalové početnosti).

Testovanie normality nie je najjednoduchšie, má však v štatistike veľký význam, lebo normalita rozdelenia je nutnou podmienkou pre použitie parametrických testov, napríklad F-testu a t-testu, s ktorými sa stretneme v nasledujúcich moduloch. Preto je zvládnutie tohto modulu veľmi dôležité.

Pri testovaní normality budeme používať nasledovný postup.

1. Formulujeme nulovú a alternatívnu hypotézu: 

H0: Premenná má normálne rozdelenie.
H1: Premenná nemá normálne rozdelenie.

2. Namerané údaje zoradíme podľa veľkosti a označíme ich
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3. Voľba testovacej veličiny, ktorej rozdelenie je známe.

Zvolíme
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, kde 
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4. Vypočítame 
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5. V nasledujúcej tabuľke nájdeme kritickú hodnotu 
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	n
	
	

	
	0,005
	0,025
	0,975
	0,995

	30
	-4,19
	-2,91
	0,83
	0,941

	32
	-4,16
	-2,88
	0,862
	0,983

	34
	-4,12
	-2,86
	0,891
	1,02

	36
	-4,09
	-2,85
	0,917
	1,05

	38
	-4,06
	-2,83
	0,941
	1,08

	40
	-4,03
	-2,81
	0,964
	1,11

	50
	-3,91
	-2,74
	1,06
	1,24

	60
	-3,81
	-2,68
	1,13
	1,34

	90
	-3,61
	-2,57
	1,28
	1,54

	100
	-3,57
	-2,54
	1,31
	1,59


6. Ak 
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, prijímame hypotézu, že súbor má normálne rozdelené hodnoty znaku. V opačnom prípade hypotézu, že súbor má normálne rozdelené hodnoty znaku, zamietame. 

Postup si ukážeme na nasledujúcej úlohe. Budeme používať program Excel.

Úloha:

V tabuľke sú hodnoty 42 žiakov v teste z dejepisu. Otestujte hypotézu o normalite rozdelenia výsledkov žiakov v tomto teste.

	2
	8
	11
	13
	15
	18
	20

	4
	9
	11
	13
	15
	18
	21

	5
	9
	12
	13
	15
	18
	22

	6
	10
	12
	14
	16
	19
	22

	7
	10
	13
	14
	16
	19
	23

	8
	10
	13
	15
	17
	20
	25


Riešenie:

Budeme postupovať podľa návodu z úvodu tohto modulu a využívať program Excel.

Najskôr si v Exceli do stĺpca A vložíme všetky výsledky v ľubovoľnom poradí. Potom do stĺpca B vložíme postupne čísla od 1 do počtu žiakov (v našom prípade 42). Dostaneme tabuľku tohto tvaru:

	Údaje
	Číslo žiaka

	2
	1

	4
	2

	5
	3

	6
	4

	:
	:

	:
	:

	:
	:

	22
	39

	22
	40

	23
	41

	25
	42


Následne v stĺpci C a D vložíme údaje zoradené podľa veľkosti, raz zostupne a raz vzostupne. To možno urobiť ručne, alebo radšej pomocou funkcie LARGE. Do bunky J1 vložíme počet všetkých údajov. Do bunky C2 vložíme vzorec =LARGE($A$2:$A$43;B2) a do bunky D2 vzorec =LARGE($A$2:$A$43;$J$1-B2+1). Potom vyplníme týmito vzorcami aj zvyšné bunky v stĺpcoch C a D. V týchto vzorcoch je $A$2:$A$43 odkaz na vstupné údaje. Ak by ich bol iný počet, zmenilo by sa iba číslo 43.

Tabuľka vyzerá nasledovne:

	Údaje
	Číslo žiaka
	Zoradené údaje
	
	
	
	
	počet údajov:
	42

	2
	1
	25
	2
	
	
	
	
	
	

	4
	2
	23
	4
	
	
	
	
	
	

	5
	3
	22
	5
	
	
	
	
	
	

	6
	4
	22
	6
	
	
	
	
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	
	
	

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	
	
	

	22
	39
	6
	22
	
	
	
	
	
	

	22
	40
	5
	22
	
	
	
	
	
	

	23
	41
	4
	23
	
	
	
	
	
	

	25
	42
	2
	25
	
	
	
	
	
	


Keď už máme údaje zoradené podľa veľkosti, vypočítame hodnotu testovacieho kritéria 
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Hodnoty 
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Opäť použijeme Excel.

Do bunky J2 vložíme priemer údajov použitím vzorca =AVERAGE(A2:A43), resp. v českých verziách Excelu =PRŮMĚR(A2:A43). Do bunky E2 vložíme vzorec =C2-D2, do bunky F2 vzorec =($J$1+1)/2-B2, do bunky G2 vzorec =E2*F2 a do bunky H2 vzorec =C2-$J$2. V stĺpci H potom vyplníme týmto vzorcom všetky riadky, v stĺpcoch E, F, G iba prvú polovicu riadkov (keďže v našom prípade je 42 údajov, vyplníme riadky po 21. údaj). Vrch tabuľky vyzerá nasledovne:

	Údaje
	Číslo žiaka
	Zoradené údaje
	C-D
	koeficienty
	E*F
	odchýlka
	počet údajov:
	42

	2
	1
	25
	2
	23
	20,5
	471,5
	11,17
	priemer údajov:
	13,83

	4
	2
	23
	4
	19
	19,5
	370,5
	9,17
	
	

	5
	3
	22
	5
	17
	18,5
	314,5
	8,17
	
	

	6
	4
	22
	6
	16
	17,5
	280
	8,17
	
	

	7
	5
	21
	7
	14
	16,5
	231
	7,17
	
	

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	:
	
	

	13
	19
	15
	13
	2
	2,5
	5
	1,17
	
	

	13
	20
	14
	13
	1
	1,5
	1,5
	0,17
	
	

	13
	21
	14
	13
	1
	0,5
	0,5
	0,17
	
	


Spodok tabuľky vyzerá takto:

	14
	22
	13
	14
	 
	 
	 
	-0,83

	14
	23
	13
	14
	 
	
	 
	-0,83

	15
	24
	13
	15
	 
	
	 
	-0,83

	15
	25
	13
	15
	 
	
	 
	-0,83

	15
	26
	13
	15
	 
	
	 
	-0,83

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:

	:
	:
	:
	:
	
	
	
	:

	21
	38
	7
	21
	 
	
	 
	-6,83

	22
	39
	6
	22
	 
	
	 
	-7,83

	22
	40
	5
	22
	 
	
	 
	-8,83

	23
	41
	4
	23
	 
	
	 
	-9,83

	25
	42
	2
	25
	 
	
	 
	-11,83


Teraz do bunky J3 vložíme vzorec =SUM(G2:G22), resp. =SUMA(G2:G22), teda súčet údajov v stĺpci G. Do bunky J4 vložíme vzorec =SUMSQ(H2:H43), resp. =SUMA.ČTVERCŮ(H2:H43), teda súčet druhých mocnín údajov v stĺpci H. Do bunky J5 vložíme vzorec =J3/SQRT(J1*J1*J1*J4), resp. =J3/ODMOCNINA(J1*J1*J1*J4), čím vlastne určíme hodnotu 
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. Do bunky J6 vložíme vzorec =SQRT(J1)*(J5-0,2820948)/0,029986, resp. =ODMOCNINA(J1)*(J5-0,2820948)/0,029986, čím vlastne určíme hodnotu 
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Vrchná časť tabuľky vyzerá nasledovne:

	Údaje
	Číslo žiaka
	Zoradené údaje
	C-D
	koeficienty
	E*F
	odchýlka
	počet údajov:
	42

	2
	1
	25
	2
	23
	20,5
	471,5
	11,17
	priemer údajov:
	13,83

	4
	2
	23
	4
	19
	19,5
	370,5
	9,17
	súčet G:
	2693,5

	5
	3
	22
	5
	17
	18,5
	314,5
	8,17
	súčet štvorcov H:
	1207,83

	6
	4
	22
	6
	16
	17,5
	280
	8,17
	D
	0,2847341

	7
	5
	21
	7
	14
	16,5
	231
	7,17
	Y
	0,5704282


Vidíme, že 
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V nasledujúcej tabuľke zistíme kritické hodnoty pre Y. 

	n
	
	

	
	0,005
	0,025
	0,975
	0,995

	30
	-4,19
	-2,91
	0,83
	0,941

	32
	-4,16
	-2,88
	0,862
	0,983

	34
	-4,12
	-2,86
	0,891
	1,02

	36
	-4,09
	-2,85
	0,917
	1,05

	38
	-4,06
	-2,83
	0,941
	1,08

	40
	-4,03
	-2,81
	0,964
	1,11

	50
	-3,91
	-2,74
	1,06
	1,24

	60
	-3,81
	-2,68
	1,13
	1,34

	90
	-3,61
	-2,57
	1,28
	1,54

	100
	-3,57
	-2,54
	1,31
	1,59


Pretože v našom prípade sme mali 42 údajov, zaujímajú ná iba riadky:  

	n
	
	

	
	0,005
	0,025
	0,975
	0,995

	40
	-4,03
	-2,81
	0,964
	1,11

	50
	-3,91
	-2,74
	1,06
	1,24


	n
	
	

	
	0,005
	0,025
	0,975
	0,995

	40
	-4,03
	-2,81
	0,964
	1,11

	50
	-3,91
	-2,74
	1,06
	1,24


Pri testoch normality najčastejšie používame pravdepodobnosť omylu =10%. V takomto prípade sú kritické hodnoty približne – 4,0 a 1,1. (Ak by sme uvažovali pravdepodobnosť omylu =5%, boli by kritické hodnoty približne – 2,7 a 1,0).    

V našom prípade vyšlo, že 
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, teda že Y leží medzi kritickými hodnotami. V tomto prípade prijímame hypotézu, že súbor má normálne rozdelené hodnoty znaku.

Pozor! To, že sme prijali hypotézu o normalite rozdelenia neznamená, že sme dokázali normalitu rozdelenia. V skutočnosti sa nám iba nepodarilo hypotézu o normalite rozdelenia zamietnuť. 

Riešenie v Exceli nájdete v súbore testynormality.xls na hárku úloha1. Zelenou farbou sú podfarbené bunky obsahujúce vstupné údaje, žltou výsledky.

Postup jeho výroby je na video7.

Úloha:

V tabuľke sú hodnoty 37 žiakov v teste z matematiky. Otestujte hypotézu o normalite rozdelenia výsledkov žiakov v tomto teste.

	0
	3
	7
	7

	6
	3
	5
	4

	2
	4
	5
	5

	6
	4
	5
	8

	2
	7
	6
	20

	3
	4
	0
	7

	6
	4
	2
	8

	3
	5
	3
	8

	9
	8
	9
	14

	9
	
	
	


Riešenie:

po kliknutí

Najskôr si v Exceli do stĺpca A vložíme všetky výsledky v ľubovoľnom poradí. Potom do stĺpca B vložíme postupne čísla od 1 do počtu žiakov (v našom prípade 37). Následne v stĺpci C a D vložíme údaje zoradené podľa veľkosti, raz zostupne a raz vzostupne. To možno urobiť ručne, alebo radšej pomocou funkcie LARGE. Do bunky J1 vložíme počet všetkých údajov. Do bunky C2 vložíme vzorec =LARGE($A$2:$A$38;B2) a do bunky D2 vzorec =LARGE($A$2:$A$38;$J$1-B2+1). Potom vyplníme týmito vzorcami aj zvyšné bunky v stĺpcoch C a D.

Do bunky J2 vložíme priemer údajov použitím vzorca =AVERAGE(A2:A38), resp. v českých verziách Excelu =PRŮMĚR(A2:A38). Do bunky E2 vložíme vzorec =C2-D2, do bunky F2 vzorec =($J$1+1)/2-B2, do bunky G2 vzorec =E2*F2 a do bunky H2 vzorec =C2-$J$2. V stĺpci H potom vyplníme týmto vzorcom všetky riadky, v stĺpcoch E, F, G iba prvú polovicu riadkov (keďže v našom prípade je 37 údajov, vyplníme riadky po 18. údaj). 

Teraz do bunky J3 vložíme vzorec =SUM(G2:G19), resp. =SUMA(G2:G19), teda súčet údajov v stĺpci G. Do bunky J4 vložíme vzorec =SUMSQ(H2:H38), resp. =SUMA.ČTVERCŮ(H2:H38), teda súčet druhých mocnín údajov v stĺpci H. Do bunky J5 vložíme vzorec =J3/SQRT(J1*J1*J1*J4), resp. =J3/ODMOCNINA(J1*J1*J1*J4. Do bunky J6 vložíme vzorec =SQRT(J1)*(J5-0,2820948)/0,029986, resp. =ODMOCNINA(J1)*(J5-0,2820948)/0,029986.  

po kliknutí
Vrchná časť tabuľky vyzerá nasledovne:

	Údaje
	Číslo žiaka
	Zoradené údaje
	C-D
	koeficienty
	E*F
	odchýlka
	počet údajov:
	37

	0
	1
	20
	0
	20
	18
	360
	14,30
	priemer údajov:
	5,70

	6
	2
	14
	0
	14
	17
	238
	8,30
	súčet G:
	1265

	2
	3
	9
	2
	7
	16
	112
	3,30
	súčet štvorcov H:
	493,73

	6
	4
	9
	2
	7
	15
	105
	3,30
	D
	0,252955

	2
	5
	9
	2
	7
	14
	98
	3,30
	Y
	-5,9111042

	3
	6
	8
	3
	5
	13
	65
	2,30
	
	

	6
	7
	8
	3
	5
	12
	60
	2,30
	
	

	3
	8
	8
	3
	5
	11
	55
	2,30
	
	

	3
	9
	8
	3
	5
	10
	50
	2,30
	
	

	3
	10
	7
	3
	4
	9
	36
	1,30
	
	

	4
	11
	7
	4
	3
	8
	24
	1,30
	
	

	4
	12
	7
	4
	3
	7
	21
	1,30
	
	

	7
	13
	7
	4
	3
	6
	18
	1,30
	
	

	4
	14
	6
	4
	2
	5
	10
	0,30
	
	

	4
	15
	6
	4
	2
	4
	8
	0,30
	
	

	5
	16
	6
	5
	1
	3
	3
	0,30
	
	

	7
	17
	6
	5
	1
	2
	2
	0,30
	
	

	5
	18
	5
	5
	0
	1
	0
	-0,70
	
	


Vidíme, že 
[image: image18.wmf]5,91
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Spodná časť tabuľky vyzerá nasledovne:

	5
	19
	5
	5
	 
	 
	 
	-0,70

	5
	20
	5
	5
	 
	
	 
	-0,70

	6
	21
	5
	6
	 
	
	 
	-0,70

	0
	22
	5
	6
	 
	
	 
	-0,70

	2
	23
	4
	6
	 
	
	 
	-1,70

	3
	24
	4
	6
	 
	
	 
	-1,70

	7
	25
	4
	7
	 
	
	 
	-1,70

	4
	26
	4
	7
	 
	
	 
	-1,70


	5
	27
	4
	7
	 
	
	 
	-1,70

	8
	28
	3
	7
	 
	
	 
	-2,70

	20
	29
	3
	8
	 
	
	 
	-2,70

	7
	30
	3
	8
	 
	
	 
	-2,70

	8
	31
	3
	8
	 
	
	 
	-2,70

	8
	32
	3
	8
	 
	
	 
	-2,70

	14
	33
	2
	9
	 
	
	 
	-3,70

	9
	34
	2
	9
	 
	
	 
	-3,70

	8
	35
	2
	9
	 
	
	 
	-3,70

	9
	36
	0
	14
	 
	
	 
	-5,70

	9
	37
	0
	20
	 
	
	 
	-5,70


po kliknutí 

V nasledujúcej tabuľke zistíme kritické hodnoty pre Y. 

	n
	
	

	
	0,005
	0,025
	0,975
	0,995

	30
	-4,19
	-2,91
	0,83
	0,941

	32
	-4,16
	-2,88
	0,862
	0,983

	34
	-4,12
	-2,86
	0,891
	1,02

	36
	-4,09
	-2,85
	0,917
	1,05

	38
	-4,06
	-2,83
	0,941
	1,08

	40
	-4,03
	-2,81
	0,964
	1,11

	50
	-3,91
	-2,74
	1,06
	1,24

	60
	-3,81
	-2,68
	1,13
	1,34

	90
	-3,61
	-2,57
	1,28
	1,54

	100
	-3,57
	-2,54
	1,31
	1,59


Pretože v našom prípade sme mali 37 údajov, zaujímajú ná iba riadky:  

	n
	
	

	
	0,005
	0,025
	0,975
	0,995

	36
	-4,09
	-2,85
	0,917
	1,05

	38
	-4,06
	-2,83
	0,941
	1,08


po kliknutí
	n
	
	

	
	0,005
	0,025
	0,975
	0,995

	36
	-4,09
	-2,85
	0,917
	1,05

	38
	-4,06
	-2,83
	0,941
	1,08


Pri testoch normality najčastejšie používame pravdepodobnosť omylu =10%. V takomto prípade sú kritické hodnoty približne – 4,07 a 1,06. (Ak by sme uvažovali pravdepodobnosť omylu =5%, boli by kritické hodnoty približne – 2,84 a 0,93).    

V našom prípade vyšlo, že 
[image: image19.wmf]5,91
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, teda že Y neleží medzi kritickými hodnotami. V tomto prípade zamietame hypotézu, že súbor má normálne rozdelené hodnoty znaku.

Riešenie v Exceli nájdete v súbore testynormality.xls na hárku úloha2. Zelenou farbou sú podfarbené bunky obsahujúce vstupné údaje, žltou výsledky.
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