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Mnohouholnikové vypliové manipulacie v priprave ucitel'ov
pre preprimarne a primarne matematické vzdelavanie
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Abstract: Tessellations with polygons in teacher’s math education for pre-primary and primary
school. Tessellation or tiling of the plane is a configuration of plane geometric shapes that fills the
plane without gaps and without overlaps. We describe elementary theoretical principles in the
creation of simple tessellations from polygons in our paper. We accent applications from regular
polygons and their using in the teacher’s math education for pre-primary and primary schools. The
main goal of the creation of practice tiling exercises is to recognize math (geometrical) basis of
tessellations, extend math skills of our students and to teach to use their competence in math
education in pre-primary and primary school.
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1 Uvod

Mozaiky alebo rovinné vyplne sa vyskytuju okolo nas nielen v sucasnosti v réznych podobach
a ornamentdlnych spracovaniach, ale su tisicky rokov staré a vyskytovali sa v rozliénych kulturach,
formach a materidlovych spracovaniach. Tvorbu a vyuZitie vyplni moZno datovat aZ do obdobia
Sumerske] civilizadcie (cca 4000 rokov pred Kr.), kedy boli pribytky a chrdmy Sumerov zdobené
mozaikovymi dlaZzdicami wvyuZivajuc rézne geometrické vzory. Odvtedy boli vyplne pouZivané
v umeleckych prvkoch réznych kultidr, vratane egyptskej, romanskej, perzijskej, gréckej, byzantskej,
arabskej, japonskej a Cinskej. Okrem ornamentdlneho a estetického vyznamu sa postupne vyplne
zacali skimat aj z hladiska ich matematickej podstaty. Jednou z prvych matematickych Studii
o vyplniach bolo pojednanie Johanna Keplera vroku 1619. Skimal pravidelné a polopravidelné
vyplne tvorené z pravidelnych mnohouholnikov. Matematické pozndavanie vyplni sa neskor rozsirilo aj
do oblasti skimania vyplfiovania priestoru a tieZ do oblasti vypliovania modelov neeuklidovskej
geometrie. Kvyznamnym matematikom, ktori sa venovali vyskumu vyplni patrili napriklad E. S.
Fjodorov, A. V. Subnikov a N. V. Belov, Heinrich Heesch a Otto Kienzle, ale aj mnohi dal3i. Napriek
tomu, Ze vyskum v oblasti vyplfiovania roviny aplikuje poznatky presahujice odborny ramec pripravy
ucitelov pre primarne matematické vzdelavanie (napr. algebraické Struktury, tedria symetrii), méze
byt Gvod do Sstddia uvedenej oblasti selementarnymi aplikdciami pre buducich ucitelov
preprimdrneho a primdrneho vzdeldvania uzito€nym, nielen z hladiska praktického, ale aj z hladiska
rozvoja vnimania vyznamu matematiky pre Zivot. Za najvyznamnejsi aplikacny aspekt mozZeme
povaZzovat manipulacéné aktivity slvisiace sobjavovanim atvorbou vlastnych vyplni v kontexte
uvedomovania si vlastnosti pouzZitych geometrickych prvkov a aplikovanych elementdrnych
geometrickych transformacii.
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2 Teoreticky a terminologicky predhovor

Pod terminologickym spojenim ,vyplnit rovinu“, z geometrického hladiska, budeme rozumiet
yumiestnit na nu geometrické Utvary tak, aby sa Ziadne dva neprekryvali a neboli medzi nimi
medzery” (Marcinek, 2001, str. 15). V zahrani¢nej odborne;j literature sa pouziva termin tessellation
(mozaikovanie, mozaika) alebo tiling (obkladanie, obloZenie). Z uvedenych nazvov je zrejmé, Ze
vyplfiovanie roviny nie je vyhradne matematicky problém, ale opisuje niektoré prirodné ukazy (napr.
popraskanda pdda, véeli plast), &i praktické ¢innosti ¢loveka vyplfiania niektorych &asti roviny (napr.
obkladanie stien, dldzdenie podlah).

Vypliiovanie roviny sa realizuje vyplfiami nielen réznych tvarov, ale aj podla réznych pravidiel. Pod
pojmom vyplri budeme rozumiet jej kone¢ny vzhlad. Problematika klasifikacie, ¢i variability vyplni je
velmi Siroka a podrobne ju opisuje T. Marcinek (2001). V suvislosti s didaktickymi cielmi prispevku sa
obmedzime na triedenie niektorych (vedukadnej praxi castejSie vyuzivanych) vyplni, a preto
z klasifikacie vyplni pre didaktické ucely podla T. Marcineka (2001, str. 22) volne parafrazujeme:

a) Podla tvaru vyplne rozliSujeme nasledujice typy vyplni:

e mnohouholnikovad vypln — pri vypliiovani roviny alebo jej ¢asti st pouZité vyhradne mnohouholniky,

e krivocCiara vypli — pouZzité su rovinné Gtvary rézne od mnohouholnikov.

w

Obr. 1. Mnohouholnikova vyplni Obr. 2. Krivociara vypln

b) Podla pravidelnosti rozliSujeme mnohouholnikové vyplne do nasledujtcich tried:

e p-mnohouholnikovd vyplrn — tvorena vyhradne pravidelnymi mnohouholnikmi,
e n-mnohouholnikovd vyplr — nie je tvorena iba pravidelnymi mnohouholnikmi.
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Obr. 3. P-mnohouholnikova vyplni Obr. 4. N-mnohouholnikova vypln

c) Podla spdsobu usporiadania Utvarov vo vyplni mozno klasifikovat:

e parket — vo vyplni maju napr. dva mnohouholniky spolo¢né bud' iba vrchol, alebo stranu, alebo nemaju
Ziaden spolocny bod,
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e dlazba — mnohouholnikova vypli, ktora nespitia poziadavky parketu.

Obr. 5. Parket Obr. 6. Dlazba

KedZe suéastou matematickej pripravy uditefov preprimarneho a primarneho vzdeldvania je téma
o pravidelnych mnohouholnikoch aich vlastnostiach, budeme sa dalej venovat len
mnohouholnikovym  vyplniam  generovanymi iba pravidelnymi mnohouholnikmi, teda
p-mnohouholnikovym vyplniam.

Pozndmka: Vsetky vyssie uvedené ilustracné obrazky su vysledkom Studentskych prdc, ktoré vznikli
ako sucast tematického celku Mnohouholniky a ich vlastnosti v ramci kurzu Manipulaéna geometria.

3 Vyuzitie pravidelnych mnohouholnikov pri tvorbe vyplni

Uvazujme o vyplfiovani roviny pravidelnymi mnohouholnikmi. Je zrejmé, Ze sucet velkosti vnidtornych
uhlov mnohouholnikov zoskupenych pri kazdom vrchole pravidelného mnohouholnika musi byt 360°.
Ktoré pravidelné mnohouholniky mozu byt pouZité pri tvorbe vyplni?

a) Rovnostranny trojuholnik — velkost vnitorného uhla v rovnostrannom trojuholniku je 60°. To
znamenda, Ze na vyplnenie casti roviny je potrebné zoskupit vidy prave 6 zhodnych
rovnostrannych trojuholnikov pri kazdom vrchole (360°/60°, obr. 7).

b) Stvorec — urcit pocet $tvorcov zoskupenych pri kazdom vrchole znamend opat aplikovat Gvahu
o velkosti vnutornych uhlov v Stvorci. (obr. 8).

c) Pravidelny 3estuholnik — velkost vnutorného uhla pravidelného Sestuholnika je 120°, preto
musi byt kazdy vrchol vo vyplni incidentny s tromi pravidelnymi Sestuholnikmi (obr. 9).

Aplikovanim predchéadzajliceho postupu sa da ukdazat, Ze pomocou pravidelnych patuholnikov nie je
mozné vytvorit vypli roviny (obr. 10) a tiez, Ze neexistuje dalsi pravidelny mnohouholnik, pomocou
ktorého je moiné vytvorit pravidelny parket. Vhodnymi didaktickymi aktivitami sa v edukacnom
procese buducich uclitelov preprimarneho a primarneho vzdeldvania pri objavovani uvedenych
skuto&nosti skibi a vyuZije viacero matematickych poznatkov (napr. pri vypocte velkosti vnitornych
uhlov pravidelnych mnohouholnikov sa mé6zu aplikovat poznatky o stredovych a obvodovych uhloch
aich vzajomnom vztahu). Na zdklade skdsenosti viacerych domacich aj zahraniénych odbornikov
(napr. Zidek, 0. 1996, Marcinek T. 2001 a 1999, Vanic¢ek, J. 2009) moino konstatovat, 7e v procese
skimania atvorby pravidelnych parketov sa méZu s Uspechom vyuzit manipulacné aktivity
uskutocnované prostrednictvom didaktickych pomécok (napr. Polydron, resp. softvérové produkty,
akym je napr. Tess alebo prostredia dynamickej geometrie).



Acta Facultatis Paedagogicae Universitatis Tyrnaviensis, Séria C, 2011, rocnik 15, str. 11 —-17 14

i

Obr. 7. Pravidelny parket generovany rovnostrannymi Obr. 8. Pravidelny parket tvoreny Stvorcami
trojuholnikmi

2 &

Obr. 9. Pravidelny parket generovany pravidelnymi Obr. 10. Pravidelny patuholnik nemdze generovat
Sestuholnikmi pravidelny parket

4 Geometrické a umelecké vyuzitie pravidelného parketu na tvorbu novych vyplni
Najzndmejsim, a azda aj najvyznamnejSim umelcom, ktory vyuZzival vlastnosti pravidelného parketu
v tvorbe svojich diel je holandsky grafik Maurits Cornelis Escher (M. C. Escher), ktory vo svojej tvorbe
uplatnioval a vyuzival principy vyplfiiovania roviny obohatené o rézne grafické prvky a efekty. Jeho
dielo je jedinec¢né, i ked v holandskom svete umenia nebolo velmi uzndvané.

Obr. 11. Vyuzitie Stvorcovej siete na tvorbu vyplne [2]

»Bolo povaZované za prilis staromddne vo svojej estetike, skor za remeslo ako za umenie a za prilis
matematické.” (M. C. Escher; J. L. Locher; W. F. Veldhuysen, 2009, str. 18). Z rukopisov M. C. Eschera
je zrejmé, Ze pri tvorbe a grafickej Uprave zakladnych prvkov, ktorymi generuje vypli roviny vyuZiva
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najmé Stvorcovd, trojuholnikovu a Sestuholnikovi siet (obr. 11, 13). Pod pojmom siet’ rozumieme
prave zoskupenie navzajom zhodnych utvarov, podla vyssie opisanych kritérii pre pravidelny parket.
Na obr. 11 je naznaceny najjednoduchsi spésob tvorby Escherovskych tesalacii. Kazda horizontdlna
strana Stvorca bola nahradend navzdjom zhodnymi lomenymi Ciarami a podobne aj kazda vertikalna
strana Stvorca bola nahradena lomenymi ¢iarami (v tvare , blesku®). Podobne mozno postupovat pri
tvorbe dalsich vyplni, pricom sa zvlastna pozornost, najma v edukaénom procese, venuje vyznamu
vyuzitia rovinnych izometrickych transformdcii (najma osovej astredovej sumernosti, otoceniu
a posunutiu) pri priprave generdtora danej vyplne tak, ako je naznacené na obrazovom algoritme
tvorby znamej Escherovej jasterice (obr. 12).

Obr. 12. Postup tvorby generatora vyplne pomocou rovinnych geometrickych transformacii na baze

pravidelného Sestuholnika [2]

Z uvedeného postupu je zrejmy aj algoritmus pri tvorbe virtudlneho modelu vypliiovania ¢asti roviny
prostrednictvom dynamickych geometrickych systémov, v ktorych sa jednoduchym sp6sobom
realizuju rovinné transformacie. Staci si zvolit rovnostranny trojuholnik alebo Stvorec, resp.
pravidelny sestuholnik, na baze ktorého sa vytvori generator vyplne.

VUTs7 (VU vy

Obr. 13. Vyuzitie Sestuholnikovej siete pri kompletizovani vyplne [2]

Potom treba vyuZit vhodné rovinné transformacie na rozsirovanie zvolenej siete (obr. 13), zvycajne sa
ide o kombindciu otocenia a posunutia ako zhodnostnych rovinnych transformacii. Interaktivita vo
virtudlnom spracovani vyplne v dynamickej geometrii umoZfiuje skumanie vacSieho mnoiZstva
réznych vyplni, avsak zaloZzeného na rovnakom principe.
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Obr. 14. Analyza Escherovej kresby a puzzle [2]

5 Didaktické aplikacie problému vypliovania roviny

S problémom vyplfiovania roviny, resp. jej Casti, sa intuitivne stretdvaju uz deti v predskolskom
a vmladSom skolskom veku prostrednictvom roznych didaktickych hier, skladaciek a hlavolamov.
Zvacsa ide o rozne druhy puzzle vyhotovené z roznych materidlov. Integrovanou sucastou niektorych
inych skladaciek st priamo farebné modely mnohouholnikov a dalsich geometrickych Gtvarov. Casto
sa v didaktickej praxi vyuZzivaju skladacky zaloZzené na platforme tangramu, alebo pentominovych, ¢i
hexaminovych dielcov. V zaciatkoch éry pocitacovych hier bola velmi populdrna hra s ndzvom Tetris,
ktord sa, v réznych spracovaniach, dosial tesi pomerne velkej popularite. Vo vSetkych uvedenych
aplikaciach je podstatou a cielom hry rozvijat schopnost poukladat jednotlivé dielce skladaciek tak,
aby sa neprekryvali, a aby medzi nimi nevznikali medzery.

Obr. 15. Ukdzky hier pre deti predskolského veku vyuZivajuce principy vyplfiovania roviny [1], [8]

6 Zaver

Napriek skutoc¢nosti, Ze problematika vyplfiovania roviny nie je z historického hladiska nova, ukazuje
sa ako dobry motivacny Ccinitel z viacerych dévodov. Vyrobené hracky, v ktorych sa vyplfiovanie
roviny vyuZiva, poskytuju dobry priestor pre intuitivne poznavanie vlastnosti geometrickych utvarov
uz vrannom detstve. Vysledné produkty casto podporuju rozvoj estetického citenia deti, ale aj
starSich rieSitefov prislusnych udloh o vyplniach. Z praktického hladiska poskytuje problematika
prilezitost pre technickd tvorbu ajej optimalizaciu, napriklad aj v oblasti obalovej techniky.
Z pedagogického a psychologického hladiska podporuji odporucané a dalSie Cinnosti podobného
zamerania rozvoj tvorivosti, fantazie, vytrvalosti, presnosti a iné pozitivne ¢rty osobnosti. Preto ich
zaradenie, nielen do vyucovacich a vychovnych aktivit deti prisluSného veku, ale aj do teoretickej
a praktickej pripravy ucitelov pre preprimdrne a primarne vzdeldvanie, povaiujeme za praktické
a prospesné.
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Prispevok bol spracovany ako sucast grantového projektu sndzvom ,Manipulaéné a virtudlne
geometrické modelovanie v priprave ucitelov pre primdrne matematické vzdeldvanie” a registracnym
¢islom MS KEGA 028UK-4/2011.
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