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Abstract: Our article is the conclusion part of our previous article from 2008. For
details see: J.Havlik, B.Sikulovd - O topologii na objektu typu tiida in Acta Facultatis
Paed. Univ. Tyrnaviensis, Ser. C, 2008, no.12, pp.7-15.

We are going to make following definitions: the definition of the continuous mapping
between two classes, the definition of topological subspaces, and the definition of the limit
of a mapping. We will work with objects that are classes and not only sets and we are
trying to prove basic theorems which will be applied on the ordinal number class and its
subclasses.
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1. Uvod

V tomto ¢lanku navazujeme na néas predchozi ¢ldnek [4] z roku 2008, ktery vysel
v tomto casopise pod nazvem O topologii na objektu typu tfida. Dfive naznacené zameéry
zustavaji stejné a navazuje i ¢islovani vét a definic. Co se tyka znaceni, tak odkazujeme
opét na [4].

2. Pokracovani teoretické ¢asti

Definice 5. Budte E a E” dvé tiidy s topologii. Necht F': E — E’. Toto zobrazeni
nazveme spojitym v bodé xq € E praveé tehdy, kdyz ke kazdému okoli v"bodu F'(xg) v E’
existuje okoli v bodu zg v E, ze plati Fv] C v. Zobrazeni F' nazveme spojitym zobrazenim
na F pravé tehdy, kdyz je spojité v kazdém bodé tridy E .

Véta 13. Budte F a E” dvé tiidy s topologif a necht F': E — E’, potom:

(i) zobrazen{ F je spojité v bodé xq € E pravé tehdy, kdyz vzor F~![v'] kazdého
okoli v"bodu F(zy) v E” obsahuje okoli bodu zg v F ;

(ii) je-li F spojité v bodé mg € E & zy € A, kde A C E, potom bod F(z) je
bodem uzavéru tiidy F[A].
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Dukaz: (i): Necht F' je spojité v bodé zg € E a bud v okoli bodu F(zg) v E’. Potom
existuje okoli v bodu zy v E, 7e Flv] C v — F7YFp]] C FY[v] — v C FYF[]] C
F~'v]. (Uzili jsme véty [TM] 1.4.21, 1.4.33.)
Bud v okoli bodu F(xy) v E’, potom F~![v'] obsahuje okoli v bodu zq v E, tj. v C
F7 '] — Flv] C F[F~Y[v]] — Flv] C F[F~'[v']] Cv". Opét jsme uzili véty [TM] 1.4.21,
[.4.33.

(ii): Necht v je okoli F(xg) v E, tak F~'[v ] obsahuje okoli v bodu zy v E. Proto
existuje bod y € ANF~![v] atudiz F(y) € F[ANF'[v]] C FI[A|NF[F~[v]] C F[A]Nv
(Plyne z vety [TM] 1.4.23.)

Véta 14. Necht F : E — E’, piicemz E,E’ jsou tiidy s topologii. Nésledujici
vlastnosti jsou ekvivalentni:
(i) F je spojité zobrazent;

(i) A= (4) — FUA] = (FA]), kde ACE ;
(iii) A=A — F~ [A] F-1A],kde ACE" ;
AJCF
]

(v) ACE — F[A]CF[A.

Dikaz: (i) — (iv): y € F[A] —» x
(Pouzila se véta 13(ii).)

€A & y=F(z) — y € F[A], tj. F[A] C F[A].

(iv) — (iii): necht A" = A a polozme A = F7'[A] — A = F-lA] — F[4] =
= F[F-YA]| C FIFA]| C A= A — FYF[A]] C F'YA] - A C F'[F[A]] C
F7UA]=A,tj. AC A . Ponévadz A C A, tak A= A, tj. F7'[A] = F-1[A].

(iii) — (ii): necht A= (A)° - B~ A=FE —A — FYE — A] = Fl[E' - A] —
— E—FYE —Al=(E-F'E - A])° (14.1)
(Pouzily se véty 7(1) a 7(il) z [4].)

E-FE=Al= E—(FE]-FA]) = E-(E-F'[A]) = (E-E)U(ENF~[A]) =
F~YA; dosazenim do (14.1) potom dostévame: F'~ [ 1= (F7HAT)".

(i) — (i): necht v je okoli bodu F(zg) — existuje o : F(xy) € 0 € T, 7e F(x) € 0 C
v'— 19 € F7Yo] = (F710])° — 20 je vnitin{ bod tifdy F~![0o] — existuje okoli v bodu
T, 2e 1o € v C F[d] a potom Fv] C F[F7!d]] CoCv

Véta 15. Necht F': E;, — E,, G : E; — E3, kde E,, Ey, F5 jsou tiidy s topologii.
Bud' zobrazeni F' spojité v bodé zg a G bud spojité v F(z,). Potom GF : B} — FEj3 je
spojité v xg .

Dukaz: Necht w je okoli bodu G(F(zg)). Existuje okoli bodu vy bodu F'(zg) tak, ze

Glvs] C w. K okoli vs bodu F(z9) zase existuje okoli v; bodu g, ze F[v;] C vy. Potom je
(GF)[vn] = GIF[w]] € Glvg] € w.

Véta 16. Necht F' : On — On je neklesajici zobrazeni. F je spojité pravé tehdy,
kdyz pro kazdy limitni ordinal A plati:
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F(\) =sup{F(a):a <X & a€ On}.

Diikaz: Predpoklddejme, Ze F je spojité zobrazeni a bud A limitni ordindl a uvazujme
o X'= F(\). Ponévadz pro a < A plati F(a) < F(A), tak X je majoranta tiidy F[\ =
{F(a) :a <X & a€On}.

Predpokladejme, ze existuje p € On & p < X' & p je majoranta F[A]. Potom k
okoli v" = (u, X U {X'}) bodu X existuje okoli v bodu A, ze F[v] C ¢. Z limitnosti A
a vety 5. (ii) v [4] plyne existence y < X\, ze {{ €On:vy << A} =1, Co.
Ponévadz yU {v} € I, tak F(yU{y}) € V) tj. u < F(vU{v}) & vU{y} <Aatoje
spor s definici i, nebot F(yU{v}) € F[\]. Proto F(\) = sup (F[)\]).

Bud F neklesajici ordinalni funkce a vysetiujme spojitost F' v izolovaném ordindlu X .
Necht o je libovolné okoli bodu F()); dle véty 5. (i) v [4] je {\} okoli bodu A a tedy
FI{A}] ={F(\)} C v. Odtud: zobrazeni F' je spojité v kazdém izolovaném ordindlu.

Vysetiujme nyni spojitost v libovolném limitnim ordinalu A. Budiz X'= F(\) = sup{F(\) :
a <X & a € On}. Necht v je okoli bodu X' — existuje 0 € T , ze N € 0 C v —

. Ja’eOn: Ne («—,a") CoCv, (16.1)
da 3 €eOn: Ne (fa") CdC . '

Predpoklddejme X'= 0, potom pro kazdé o < X je F'(a) = 0. V tomto pfipadé je snadné
dokdzat spojitost F' v bodé \. Interval («—, AU{A}) je okoli bodu A a plati F[(«—, A\U{A})] =
{0} = {X} C v’ V dalsim proto uvazujeme pouze X > 0. Za tohoto predpokladu muzeme
varianty (16.1) sloucit v jeden piipad. Tedy existuji ”,a” € On, ze X € (67,a”) C v’
Ponévadz 87 < X| existuje potom o < A, ze < F(a). Polozme A = (o, A\U {A}). A je
okoli bodu A a pro vy € A je:

B’< F(a) < F(y) < F()\)=X<a”,
odtud nasleduje

vEa—F(y)€(8%a”),
a proto:

F[A] C (8%a") CV,
kde A je okoli bodu A.

Lemma 2. Bud E tiida s topologii 7,E" C E & E’# (). Polozme
T ={d:(Fa)(aeT & ad=ankE)}.
Potom E” je tiida s topologii 7~ .

Diikaz: Necht o, € 77, pak existuje a,b € 7, ze plati ' = E'Na, ' = E'Nb; odtud
anti=E'N(anb),kdeanbe T. ProtoadNbe T

Bud nyni (d : j € i) libovolny soubor mnozin z 7. Piedevsim je tento soubor mnozina
a dle [TM] 1.4.40 je taktéz |J aj mnozina.

JET
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Ke kazdému aj existuje a; € 7, ze a; = a;NE’. Uvazujme o souboru (a; : j € i). Ponévadz

E je tiida s topologii 7, tak dle definice 1. v [4], pozadavek (ii), musi byt a = |J a; € 7.
j€i

Potom je anN E” € T  a navic

aNE'=E'NnUa =UE Na)=Ud
j€i jéi j€i
(druhd rovnost plyne z [TM] [.4.41(i)), tudiz |J a; € 7", ¢imz je ovéfena podminka (ii)
je€i
z definice 1. v [4].
Je ziejmé: | JT ' C E". Necht r € E"—x € E=J7 — pak existujea € T, ze x € a —
red=FENaeT —xelJT" Celkem tedy £"=J7T".
Vsechny podminky definice 1. jsou tudiz splnény a 7~ je topologie na tiidé E” .
To nés opravnuje k definici.

Definice 6. Bud F tiida s topologii 7,E° C E & E’ # (). Tiidu £ s topologii
T ={d":(Ja)(a €T & a'=aNkE’)} nazyvame topologickym podprostorem topologického
prostoru E a 7’ nazyvame indukovanou topologii na E” topologii 7 na FE.

Véta 17. Bud FE tiida s topologii 7,E°C E & E’# () a 7~ indukovand topologie
na E’ topologii 7. Necht x € E”, potom w je okoli bodu = v E” pravé tehdy, kdyz existuje
takové okoli v bodu x v F, ze w =v N E".

Dikaz: Necht w je okoli bodu z v E” — existuje o€ T, ze x € 0 C w — existuje o € 7,
zed=0NE —z€o0 & (WUo)NE =(wNE)U(ONE)=wUod=w & wUo je
okoli bodu z v E.

Necht v je okolf bodu z v E, uvazujme o w = v N E’. Existuje 0o € 7, 7e 2 € o C v.
Ponévadz x € E', tak t € oNE" =0 € T ; odtud dale plyne: 0 CoCv & 0 C E —
o0Cw & x € 0, tedy w je okoli bodu x v topologickém podprostoru E prostoru E.

Véta 18. Bud F neklesajici ordindlni funkce, Dom(F) € On ana Dom(F') pohlizejme
jako na topologicky podprostor prostoru On s intervalovou topologii ( viz vétu 2. v [4] ).
F je spojité prave tehdy, kdyz pro kazdy limitni ordindl A € Dom(F') plati:

FA\) =sup{F(a):a <X & a € On}.

Dukaz: Oznaéme Dom(F') = (. Predpokladejme, ze F' je spojité zobrazeni, A je limitni
ordindl a A € . Uvazujme o mnoziné F[\]. Pro libovolné F(«) € F[)] je F(a) < F()\),
nebot o < A\. Proto X' = F()) je majoranta mnoziny F'[)\]. Piedpoklddejme, Ze existuje
w € On, ze p < F(A\) = Xa p je majoranta F[\. Potom (u, X" U {X}) je okoli bodu
X a existuje okoli v, bodu A\ v . Dom(F), ze Flv,] C (u, N U{X}). Dle véty 17. existuje
okoli v bodu A v topologickém prostoru On, ze v, = 3 Nv. Podle véty 5.(ii) v [4] existuje
peOn & p<zel,={yeOn:pu<vy<A} Co. Ale protoze A € 3, tak I, C f3.

Odtud: I, Cv, — F[1,] C (u, NU{X}). (18.1)
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Ponévadz p U {u} € I,, tak F(p U {u}) € F[I,] a s pomoci (18.1) dostavame p <
F(pu{u}), pricemz pU{u} < A ( plyne z limitnosti ordindlu A ). Tedy p neni majoranta
F[A] a to je spor s predpoklady. Proto F'(\) = sup (F'[\]).
Nyni dokéZeme opacnou implikaci. Bud A € 3 a necht A je izolovany ordindl. Dle véty
5. (ii) v [4] je {A} okoli bodu A v prostoru On a dle véty 17. je {A} okoli bodu A\ v pod-
prostoru 4. Oviem F[{\}] = {F(\)} C w, kde w je libovolné okoli bodu F(\). Proto F
je spojité zobrazeni v bodé .
Bud X\ € 3, pricemz A je limitn{ ordinél a predpokladejme F'(\) = sup (F[)\]). Oznacme
opét X = F(A\) a necht w je okoli bodu X. Jestlize X' = 0, tak F(a) = 0 pro a <
A . Polozme v = («—, AU {A}), v je okoli bodu A v podprostoru § = Dom(F') a plati
Fv] = {0} = {\} C w. V tomto piipadé je F spojité v bodé A . V dalsim predpokladejme
N> 0. Existuje 0 €7 & Y€ o Cw —

Ja'e On,ze N€ («—, ') CoCw& XN>0— 33" € On, ze

— ¢ Ne(f,d)CoCw —
Ja; 87 € On, ze X€ (8,¢) CoCw

— celkem tedy : (36" € On)(3a” € On)(X € (B,a") C w) . Ponévadz 5° < X, tak
existuje a < A, ze f°< F(«). Polozme v = (a, AU {A}); v je okoli bodu A v podprostoru
B = Dom(F). Pro v € v je:

< Fla) < F(y) < F(A) = X<,
odtud: Fv] C (B,a") C w. Proto F je spojité v ordindlu A.

Disledek 1. Bud F neklesajici ordindlni funkce, potom
(i) F je spojitd v limitnim ordindlu A € Dom(F') < F(\) = sup (F[\]),
(ii) F je spojitd < pro kazdy limitni ordindl A € Dom(F') plati:

PO = sup (FIN).

Dikaz: (i) je dusledek dukazu vét 16. a 18.
(ii) je spojeni vét 16. a 18.

Definice 7. Budte E, E" dvé tiidy pofadé s topologii 7 a 7", dile budte A C E,

ae A F:A— FE".
Jestlize (I.) a ¢ A, tak fekneme, ze I’ md limitu a’ € E” pro x € A a blizic{ se k a
( nebo a je limita zobrazeni F v bodé a € A vzhledem k tfidé A ), pokud zobrazeni
F": AU{a} — E’, definované nasledovné:

F' iz~ F(z),prox € A,

Fa—d,
je spojité v bodé a topologického podprostoru A U {a} prostoru E. Potom piSeme
a = lim F(z).

r—a,rt€EA
Jestlize (II.) @ € A a F je spojité zobrazeni v bodé a, tak pouzijeme to samé oznaceni
a terminologii a piseme F'(a) = lim AF(m) .
T—a,re
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Véta 19. Necht E a E’ jsou dvé t¥idy poradé s topologil 7 a 77 bud A C E,
a€e A F:A— FE’ ade E’ Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

Ol F@=d;
(ii) ke kazdému okoli v bodu a” v E” existuje takové okoli v bodu a v E, ze plati

Flvn Al C v (pozn.: v, v” jsou mnoziny).

Dukaz: (i) — (ii): Bud v” okoli bodu a” a necht a € A . Dle 7. definice je F spojité
zobrazeni v bodé a . Tedy k libovolnému okoli v* bodu a” existuje takové okoli v4 bodu a
v podprostoru A, ze plati Flva] C v”. Dle 17. véty existuje takové okoli v bodu a v prostoru
E, 7ze plati v4 = ANw a posledni inkluzi muzeme tedy zapsat ve tvaru F[ANov] Cv".
Nyni predpoklddejme a € A & a ¢ A . Podle definice potom musi byt zobrazeni

G:AU{a} = FE’
G:x— F(z), prox € A
G:aw—a

spojité v bodé a . Tudiz k okoli v” bodu a” existuje takové okoli v4 (a3 bodu a v podpros-
toru AU {a} , ze G[vaugay) € v". Ze 17. véty ihned plyne, Ze existuje takové okoli v bodu
a v prostoru E, ze vaugay = (AU {a}) Nv. Posledni inkluze ndm proto piechazi do tvaru
Gl(AU{a}) Nv] Cv” a odtud muzeme uzaviit:
FIANv]=G[ANv] CG[(ANnv)U{a}] =G[(AU{a}) N (vU{a})] =
=G[(AUu{a})Nv] Cov".
(i) — (i): Necht @ € A . Bud v’ libovolné okoli bodu a” v E’, potom existuje okol{ v bodu

av E, ze plati Flvn A] Cv’. Dle 17. véty je v N A okoli bodu a v podprostoru A a tedy
F' je spojité zobrazeni v bodé a.

Necht a € A & a ¢ A. Definujme zobrazeni G : AU {a} — E’ nasledovné
GIA=F
G(a) =a’
a bud v” libovolné okoli bodu a” v E’. Dle pfedpokladii existuje okoli v bodu a v E, Ze
plati Flv N A] C v”. Dle 17.véty je mnozina v N (A U {a}) okoli bodu a v podprostoru
AU {a} a plati
Glvn(Au{a})] =Gl(vNnA)Uwn{a})] =Gl(vnA)U{a}] =
=GvNAU{G(a)} =FvnAlU{a} Cv'U{a} =v"
Tudiz zobrazeni G je spojité v bodé a.

Dle 7. definice jsme ukazali, ze lim AF(JL’) =d.
T—a,re

Véta 20. Bud F neklesajici ordindln{ funkce, necht A € Dom(F) je limitn{ ordin4l.
Potom F ma limitu v A vzhledem k Dom(F) pravé tehdy, kdyz F(\) = sup (F[\]).
V tomto ptipadeé je
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lim F(y) = F(\) = sup (F[)\]).

y—=A,yEDom(F)

Dukaz: plyne bezprostiedné z definice 7. a dusledku 1.
3. Zaver

Clének se zabyva rozsffenim zékladniho topologického pojmového apardtu budovaného
na pojmu mnoziny do oblasti tiid a jeho ndzornou aplikaci v oblasti t¥idy ordinalnich ¢isel
a jejich podtiid.
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